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INDICACIONES SOBRE EL MATERIAL DE ESTUDIO

A través de este material de estudio revisaremos algunos contenidos que desarro-
llaste en tu recorrido por el colegio secundario.

El material fue elaborado con fragmentos del libro Manual de Matemdtica Preuni-
versitaria, M. Carena, Ediciones UNL, 2da. Ed., 2021. El mismo puede descargarse
gratuitamente desde el sitio web de la misma editorial. Aqui recopilamos los temas
correspondientes a este curso de articulacion.

Podrés observar en el material distintas “marcas de agua” con las leyendas: *
” 0 “NO CORRESPONDE?”. EI contenido que se encuentra bajo la leyenda
” puede ser ttil como herramienta para otros contenidos que serdn parte
de la evaluacién. Por ejemplo, los conceptos desarrollados en el Capitulo 1 acerca de
la nocién de conjuntos pueden resultarte utiles para comprender luego la notacién de
intervalo. Aquellas partes del texto donde encuentres la leyenda “NO CORRESPON-
DE” se refieren a temas importantes para un manejo fluido de algunos conceptos, pero
que escapan a los objetivos de este curso. Sin embargo, si la curiosidad te lo indica,
puedes explorarlos sin ningtin inconveniente.
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A lo largo de todos los capitulos del libro encontrards el simbolo O Cada vez
que lo veas significa que esa actividad esta pensada para realizarse utilizando el soft-
ware Ge:Gebra. Este es un software matemadtico interactivo libre que funciona en
multiples sistemas operativos (Windows, macOS, GNU/Linux, Android, iOS), el cual
es utilizado en la educacién en colegios y universidades. Esto significa que puede des-
cargarse y usarse libremente en computadoras, tablets o teléfonos celulares. Es sen-
cillo usarlo y sumamente titil a la hora de corroborar tus resoluciones. Sin embargo,
debido al tiempo disponible en el aula, no esta prevista la realizacidn de estas activi-
dades. Es por ello que cada vez que veas este logo, puedes omitir esa consigna. No
obstante, si aceptas el desafio, te invitamos a realizar algunas de ellas para descubrir
las potencialidades que presenta su uso.

Metodologia de trabajo

Es fundamental que recorras por completo el material y realices cada una de las
actividades propuestas. Esto te permitird darte cuenta de cudles son tus fortalezas y
tus debilidades en relacion a cada uno de los conceptos matemadticos que se abordan.
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Para participar de los encuentros virtuales sincrénicos, luego de tu inscripcion, se
te asignard una comisién en el Aula Virtual de la UNL. En dichos encuentros podras
despejar todas tus dudas respecto de las actividades que realizaste, con docentes tuto-
res que coordinardn el trabajo de la comision. Es muy importante que lleves resuel-
tas las actividades que te proponemos. Leé el material las veces que resulte nece-
sario. Esto hara que el tiempo de encuentro te resulte provechoso para poder despejar
dudas y te permitird interactuar con el tutor y tus compaiieros. También podras en-
contrar otro tipo de actividades para trabajar fuera de estos encuentros (como videos,
cuestionarios o foros, por ejemplo).

Una vez mds te recordamos que el material seleccionado para este curso estd pen-
sado para acercarte al ambiente universitario. Esperamos que te sirva de guia y te
inicie en el trabajo auténomo.

Al final del libro encontrards autoevaluaciones que integran todos los contenidos
trabajados, por lo que resolverlas te puede ayudar a descubrir si el estudio de algin
contenido debe ser reforzado.

Descripcion del material

La siguiente descripcién fue extraida del Prefacio de la version completa del libro,
aunque no todos los temas alli contenidos forman parte de este curso:

El trabajo se presenta mediante capitulos que se centran en un tema principal,
divididos en secciones en las que se trabajan los conceptos y herramientas relacio-
nadas al mismo, tratando de reforzarlos e integrarlos desde su aplicacién a ejemplos
concretos. Los ejemplos tienen importancia ademas por si mismos, ya que muchos
contienen terminologia y procedimientos esenciales para el desarrollo del resto del
libro. Al concluir cada seccién puede encontrarse una serie de ejercicios destinados a
fijar los contenidos trabajados, y a detectar si fueron correctamente incorporados.

Los contenidos no son tan arbitrarios como parece. Ademds de su importancia pro-
pia como herramientas basicas, siguen una direccién precisa: la de resolver problemas
concretos.

Los temas presentados en este libro apuntan a resolver situaciones enmarcadas en
los siguientes grandes ejes:

= Ecuaciones e inecuaciones
= Funciones

La cantidad de problemas que pueden modelarse y resolverse mediante las herra-
mientas desarrolladas dentro de estos ejes es esencialmente infinita, y como se verd en
el desarrollo del libro, los mismos corresponden a areas muy diversas. Resultara en-
tonces imprescindible que el alumno logre traducir una situacién concreta al lenguaje
matematico, identificar su naturaleza y poder resolver el planteo obtenido. Estos tres
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ejes se presentan en los Capitulos 4, 5 y 6 respectivamente, pero para abordarlos sera
necesario trabajar previamente otros contenidos.

La resolucién de ecuaciones polindmicas juega un papel importante en la ma-
temadtica, y se convierte en algo sencillo si logramos factorizar la expresion involu-
crada. Estas herramientas se presentan en el Capitulo 3. Para manipular dichas ex-
presiones serd necesario conocer las operaciones y sus propiedades en los diferentes
conjuntos numéricos, asi como poder interpretar y presentar la solucién segtn el con-
texto del problema, lo cual es desarrollado en los Capitulos 1 y 2.

A su vez, la resolucion de ecuaciones permitird hallar los ceros o raices de las
funciones estudiadas en el Capitulo 5, donde se pretende modelar y resolver problemas
tanto desde el punto de vista grafico como desde el algebraico. Para este tltimo serd
también util la operatoria de polinomios presentada en el Capitulo 3. La resolucion de
ecuaciones y sistemas de ecuaciones también se aplicard en los problemas abordados
en el Capitulo 6, los cuales involucran triangulos rectangulos.

Cronograma por encuentros

A continuacidn te indicamos las secciones que se trabajaran en cada encuentro y
los ejercicios que hemos seleccionado para que resuelvas, de forma que puedas orga-
nizarte en el estudio. Recordd que es importante que lleves resueltos a los encuentros
los ejercicios que te proponemos sobre cada tema.

Encuentro 1. Secciones 2.1, 2.2, 2.3.1, 2.3.3.
Encuentro 2. Secciones 2.3.4, 3.1,3.2.1y 3.2.2.
Encuentro 3. Secciones 3.2.3, 3.3 y 3.4.
Encuentro 4. Secciones 4.1 y 4.2.

Encuentro 5. Seccién 4.3.

Encuentro 6. Secciones 4.4 y 4.5.

Encuentro 7. Secciones 5.1 y 5.2.

Encuentro 8. Secciones 5.3y 5.5.

Fechas

Cursado. Sera desde el 1 al 11 de febrero de 2022 (martes a viernes, ambas se-
manas). Los encuentros seran virtuales, de dos horas cada uno (horario a definir).
Ademds, habrd una clase de consulta en la semana del 14 de febrero, previa a la
primera instancia de examen, en dia y horario a acordar segtin cada comision.

Evaluacion. Dos instancias de examenes presenciales.

Primera instancia: Viernes 18/02 (horario a definir).

Segunda instancia: Jueves 03/03 (horario a definir). Esta serd solamente para
quienes no hayan aprobado o no se hayan presentado en la primera.

CAD Matematica - FBCB-ESS y FIQ 3



@ Ingreso UNL - Edicién 2022

Ejercicios seleccionados

Capitulo 2: Conjuntos numéricos

Seccion 2.1 (pag. 13): 2, 3.
Seccion 2.2 (pag. 17): 6, 7.

Seccion 2.3.1 (pag. 38): 1(d), 1(e), 1(1), 2(d), 2(e), 4(a), 4(d), 5(b), 5(c), 5(g),
5(k), 5(1), 5(my), 7, 8.

Seccién 2.3.3 (pag. 45): 1(a), 1(b), 1(c), 1(d), 2, 4.
Seccion 2.3.4 (pag. 51): 1, 8, 12.

Capitulo 3: Polinomios y expresiones algebraicas

Seccion 3.1 (pag. 57): 1(b), 1(c), 2(a), 3(a), 3(b), 3(c), 4, 5.

Seccion 3.2.1 (pag. 61): 1(c), 1(e), 2, 3.

Seccion 3.2.2 (pag. 65): 4(a), 4(b), 4(d), 5(b), 5(d), 5(e), 5(1), 5(k).
Seccion 3.2.3 (pag. 71): 1(a), 1(b), 5(a), 5(b), 5(d).

Seccion 3.3 (pag. 85): 1(a), 1(c), 2(b), 2(d), 4, 5,7, 11, 13, 14, 14, 17, 20.
Seccion 3.4 (pag. 94): 2, 4.

Capitulo 4: Ecuaciones e inecuaciones

Seccion 4.1 (pag. 97): 1, 3, 5.

Seccion 4.2 (pag. 112): 2, 5, 6,7, 8,9, 12, 14, 16, 18, 19, 21, 25(b), 25(d), 27,
30, 31.

Seccién 4.3 (pag. 123): 1(c), 1(e), 5(a), 5(c), 6(b), 6(c), 6(d), 6(f), 6(h), 7(a), 7(c),
8, 9(b), 10, 11, 13, 15.

Seccion 4.4 (pag. 130): 2(a), 2(b), 3(a), 3(b), 5, 6, 11, 14, 15.
Seccion 4.5 (pag. 146): 3,4, 6, 7.

Capitulo 5: Funciones

Seccion 5.1 (pag. 166): 1,2,4,5,6, 8,11, 12, 13.

Seccion 5.2 (pag. 196): 1(a), 1(b), 1(e), 2, 3, 4, 5(a), 5(d), 6(a), 6(b), 6(c), 9,
10(a), 10(e), 11, 12, 14, 16, 19, 31, 32, 37, 38.

Seccion 5.3 (pag. 206): 1,2,3,4,6,7,8,9,10, 11, 12.
Seccion 5.5 (pag. 240): 1,9, 12, 15, 16, 18, 19, 20, 21, 22, 24, 28, 29.
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Capitulo 1

Conjuntos

1.1. El concepto de conjunto

El concepto de conjunto es muy intuitivo y representa para la matemadtica la
misma idea que en la vida cotidiana: una coleccién de “objetos” que poseen al-
guna propiedad en comun. Los objetos que conforman un conjunto son llamados
elementos.

Por ejemplo, podemos considerar el conjunto de los dias de la semana, el
conjunto de las letras del abecedario, el conjunto de las provincias de Argentina,
y asi podemos hallar una cantidad infinita de ejemplos de conjuntos.

Un requisito clave para que una agrupaciéon de objetos pueda ser llamada
conjunto, es que se pueda determinar si cierto objeto pertenece o no a él. Luego,
la agrupacién de objetos lindos no €s un conjunto ya que habra cosas que para
algunos son lindas pero para otros no.

Usualmente se usan letras mayusculas para denotar al conjunto, y letras mi-
nusculas para sus elementos, aunque esto es solamente una convencién y no una
regla.

Un conjunto puede definirse de las dos siguientes maneras:
= por extension: enumerando todos y cada uno de sus elementos;

= por comprension: diciendo cudl es la propiedad que los caracteriza.

Ejemplo 1. Definiendo conjuntos. Para comprender lo anterior, consideremos
el conjunto A de las vocales. Para definir A por extension escribimos

A={a,e, i, o0,u},
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mientras que por comprension se escribe
A = {las vocales} o bien A = {x: x es vocal}.

En el dltimo caso se lee “A es el conjunto de todas las x tal que z es vocal”, es
decir, los dos puntos se leen como “tal que”. «

Notar que un conjunto se denota encerrando entre llaves a sus elementos
(separando los mismos con comas si se define por extension), o0 a su propiedad
caracteristica (si se define por comprension).

Un conjunto puede ser finito, es decir, puede estar formado por una cantidad
finita de elementos (por ejemplo 5 elementos, 10.0 un millén de elementos, no
importa si son muchos, e incluso puede no tener ninguno), o bien contener una
cantidad infinita de ellos y, en tal caso, se llama conjunto infinito. Por ejemplo,
el conjunto de los nimeros naturales (que veremos en detalle en el Capitulo 2)
es un conjunto infinito. Si queremos enunciar este conjunto por extension, se
utilizan los puntos suspensivos para indicar que la lista de elementos sigue:

N={1,2,3/4,5,6,7,... ).

Si z es un elemento de un conjunto A dado, se dice que = pertenece a A, y

se denota
xeA.

En caso contrario, si x no es un elemento de A, se denota x ¢ A. Por ejemplo,
para el caso del conjunto A de las vocales tenemos que e € A, pero m ¢ A.

Una relacién natural entre conjuntos es la igualdad. Se dice que dos conjun-
tos A y B son iguales si ambos tienen exactamente los mismos elementos, y en
tal caso escribimos A = B. Notar que los siguientes conjuntos son iguales

A={a, e i,o0,u}, B={i,o,u,a,e}, C={ao0,¢e,a,0,u,i},

ya que al definir un conjunto no importa en qué orden se listen los elementos ni
cuéntas veces se repita a cada uno. <3 Luego, A= B =C.

Existe otra relacion entre conjuntos que también es muy natural, y es la de
inclusion. Se dice que un conjunto A esta incluido (o contenido) en otro con-
junto B, si todo elemento de A es también elemento de B. Si esto ocurre, se
denota por

AcB.

También suele decirse que A es subconjunto de B. Por ejemplo, si como an-
tes A es el conjunto de las vocales, y B es el conjunto de todas las letras del
abecedario, entonces A € B. También {e} c A.

Si A = B, entonces también vale que A € By que B ¢ A. Reciprocamente,
si tenemos que A € By que B € A, entonces se puede concluir que A = B.
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A No deben confundirse los simbolos € y S, ya que el primero relaciona un
elemento con un conjunto, mientras que el segundo se usa para relacionar dos
conjuntos. Luego, para el caso del conjunto A de las vocales, es correcto escribir

eeA, ytambién {e}c A, v
pero es incorrecto escribir
ec A, ytambién {e} e A. X

El dltimo caso serfa correcto si los elementos del conjunto A fueran a su vez
otros conjuntos. Por ejemplo, si

A= {{a, 1}, {e}’ {ea ll}},

entonces A es un conjunto cuyos elementos son los conjuntos {a, i}, {e} y
{e, u}. En este caso si es verdad que {e} € A, ya que ahora el conjunto com-
puesto por la letra “e” es un elemento de A. Sin embargo, no es verdad ahora
queec€ A.

Para aclarar las ideas, puede pensarse un conjunto como una “bolsa” que
tiene elementos adentro. Entonces, en el ejemplo anterior, se trata de una gran
bolsa, conteniendo a su vez otras bolsas: una que contiene la letra e, y otras dos
con dos letras cada una. Entonces, los elementos de la bolsa grande son a su vez
bolsas (sin importar lo que estas contengan).

Existe un conjunto muy particular llamado conjunto vacio, que como su
nombre lo indica, es el que no contiene elementos. Este conjunto se denota como
@ o { } (pero es incorreeto escribir {@}, ya que esto define un conjunto formado
por el conjunto vacio como dnico elemento, y al contener un elemento, ya no es
un conjunto vacio).

Notar que el conjunto vacio estd contenido en cualquier otro conjunto, es
decir, @ ¢ A para todo conjunto A. Esto es cierto ya que para que se verifique
la inclusion, se debe cumplir que todo elemento del conjunto vacio sea también
un elemento de A, pero como el vacio no tiene elementos, no hay nada que
chequear. Ademads, es claro que todo conjunto A estd incluido en si mismo, es
decir, A ¢ A. Por lo tanto, todo conjunto A tiene siempre como subconjuntos al
vacio y a s{ mismo.

Se dice que B es subconjunto propio de A, si B es subconjunto de A pero
“es mds chico” que A (es decir, no es el mismo A). Esto significa que existen
elementos de A que no estdn en B, lo que en simbolos se expresa como:

BcA y B=#A

Para indicar que B es subconjunto propio de A se utiliza la notaciéon B ¢ A.
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>
CJ/ Una forma de comprender mejor las relaciones entre conjuntos, y en es-
pecial las operaciones entre ellos que veremos en la proxima seccidn, es realizar
una representacion grafica de los mismos. Para ello se utiliza lo que se cono-
ce como diagrama de Venn, en homenaje a su creador, que consiste en lineas
circulares u ovaladas cerradas, donde se disponen los elementos sefialados me-
diante puntos. El conjunto A de las letras vocales quedaria representado asf:

A

Si consideramos ahora el conjunto V' definido por comprensién como
V' = {vocales que aparecen en la palabra “examen”},

es sencillo verificar que V' = {a, e}, por lo que V' es un subconjunto propio de A.
Esto puede representarse graficamente como:

Ejercicios 1.1
1. Sean A, By C los siguientes conjuntos definidos por comprensién como

A = {letras que aparecen en la palabra “regalar”},
B = {vocales que aparecen en la palabra “regalar”},

C' = {letras que aparecen en la palabra “alegrar”}.

(a) Definirlos por extension.
(b) Determinar si B ¢ Aysi A =C. Justificar.

2. Dados los conjuntos
F={172, 3,4, 5}7 G:{Qv 4}7 H={{1,37 5}7 {2}7{23 4}}3

decidir si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas, justificando la
respuesta:

(a)2€e F b FcG (c)GcF

d){2,4} ¢ F (e){2,4} e H ®GeH

® {2} eF M) {2} e H @ {1,5}cF
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3. Considerar los conjuntos A = {1, 2, 3,4}, B = {2,4} y.C = {4, T}: Res-
ponder y justificar:

(a) ;B es subconjunto de A?
(b) (C es subconjunto de A?
(c¢) (A es subconjunto de C?
(d) (BesigualaC?

1.2. Operaciones entre conjuntos

En esta seccidn analizaremos las siguientes operaciones entre conjuntos:
union, interseccion, diferencia y complemento.

> Union de conjuntos. Dicho de manera informal, la unién de conjuntos
es, como su nombre lo indica, “juntar” todos los elementos pertenecientes a cada
uno, y formar uno nuevo con dichos elementos. Dados dos conjuntos A y B, la
unioén de ellos se denota como A U B,y es otro conjunto que contiene todos los
elementos de A y todos los elementos de B. En simbolos, esto se escribe

AuB={z:z€A o xeB}.

La unién de més de dos conjuntos se define de la misma manera.

Ejemplo 2. Uniendo conjuntos. Sea A el conjunto formado por las letras de la
palabra “imagina”, y sea B = {j, 1, a}. Entonces

AuB={i,m,a,gn}u{j,l,a}={i,m,a,gn,j 1}
Gréficamente, AU B es la zona sombreada:

A B

«

Ejemplo 3. Uniendo mas de dos conjuntos. Si A = {1,3,5}, B = {2,4,6,8}
y C' = {7}, entonces

AUBUC ={1,2,3,4,5,6,7,8}. «
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Ejemplo 4. Uniendo el conjunto vacio. Notar que A U @ = A para cualquier
conjunto A. Esto ocurre ya que, al unir con el conjunto vacio, no se agrega
ningiin elemento. K

Ejemplo 5. Uniendo un subconjunto. Si B ¢ A entonces Au B = A, ya que
los elementos de B no agregan nada nuevo al conjunto “mds grande”, que era A.
Por ejemplo, si A ={1,2,3,4} y B = {2,4}, entonces

AuB={1,2,3,4} = A. «
» Interseccion de conjuntos. Dados dos conjuntos A y B, la intersec-
cion de ellos es el conjunto formado por los elementos que pertenecen a ambos,

es decir, los elementos que tienen en comiin. Se denota por A N B, y se define
simbdlicamente como

AnB={z:zeAy xeB}.

Como antes, la interseccion de mas de dos conjuntos se define de la misma
manera. Si An B = g, se dice que A 'y B son conjuntos disjuntos.

Ejemplo 6. Intersecando conjuntos. Consideremos los conjuntos A y B del
Ejemplo 2, es decir,

A={i,m,a, g n}, B=1{j,1,a}.

Luego, An B = {a}, ya que el elemento “a” es el tinico que pertenece a ambos
conjuntos. Graficamente, A n B es la zona sombreada:

A B

«

Ejemplo 7. Intersecando con el conjunto vacio. Notar que A N & = & para
cualquier conjunto A, pues ningiin elemento estd en el conjunto vacio. «

Ejemplo 8. Intersecando con un subconjunto. Si B € A entonces AnB = B,
ya que todos los elementos de B pertenecen también al conjunto “mds gran-
de” A. Por ejemplo, si A ={1,2,3,4} y B = {2,4}, entonces se tiene que

AnB={2,4} =B, «
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P> Diferencia de conjuntos. Llamamos diferencia entre dos conjuntos
Ay B al conjunto formado por todos los elementos de A que no estan en B.
Denotamos a este conjunto con A — B. En simbolos, esto se escribe como

A-B={xz:zxecAyux¢B}.

En palabras, el conjunto A — B se forma con todos los elementos de A, a los
cuales les “quitamos” los que a su vez pertenecen a B. De esta definicién se
observa que A — B es un subconjunto de A: A- B c A.

Ejemplo 9. Diferencia de conjuntos. Consideremos los conjuntos A y B del
Ejemplo 2, es decir,

A={i,m,a, g n}, B={j,1,a}.
Luego, A - B = {i, m, g, n}. Graficamente, A — B.es la zona sombreada:

A B

«

> Notar que en las operaciones anteriores (unién e interseccion), no importaba
el orden en que aparecian los conjuntos. Es decir, AuB = BUAy AnB = BnA.
Sin embargo, en la diferencia de conjuntos si importa el orden: no es lo mismo
A - B que B - A. Para verlo, es suficiente con observar que en el ejemplo
anterior tenemos que B — A = {j, 1}, que corresponde a la zona sombreada en el
siguiente diagrama de Venn:

A B

Muchas veces trabajamos con uno o mas conjuntos cuyos elementos pertene-
cen a un conjunto mas grande llamado universal, el cual es denotado en general
con la letra U y representado graficamente en un diagrama de Venn mediante un
rectangulo que contiene a los demds conjuntos con los que estamos trabajando:
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U

Este conjunto universal dependera del caso particular que estemos conside-
rando. Por ejemplo, si hablamos de las letras de una palabra, podemos tomar co-
mo conjunto universal a todas las letras del abecedario; si trabajamos con el con-
junto {1, 4,7} podemos tomar como conjunto universal al conjunto de los niime-
ros naturales, pero también al de los enteros o al conjunto {0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9}
de todos los digitos. Para evitar estas ambigiiedades, siempre que sea necesario
indicaremos cudl es el conjunto universal.

> Complemento de un conjunto. Dados dos conjuntos A y U tales
que A € U, el conjunto U - A es llamado el complemento del conjunto A
con respecto a U, y se denota como A7, . En otras palabras, Af; es el conjunto
formado por todos los elementos de U que no pertenecen a A. Cuando se ha
especificado previamente un conjunto universal U, el complemento de A con
respecto a U se denota simplemente como A°.

Ejemplo 10. El complemento de un conjunto. Consideremos los conjuntos
U ={a,e,i,0,u} delasvocales,y A = {a, e, o}. Entonces, tenemos que

o =U-A={i,u}.
Graficamente, Af; es la zona sombreada:

U

«

Ejercicios 1.2
1. Consideremos los conjuntos A, By C definidos como

A:{1725374}’ B:{2?475}’ C:{374’6}'



1.2. Operaciones entre conjuntos

Representar usando diagramas de Venn y por extension los siguientes con-
juntos, donde el conjunto universal U es el definido en el primer inciso (es
decir, todos los complementos deberdn tomarse con respecto a dicho U):

(@ U=AuBuC

(b) AnB

() (AnC)*

d AnBnC

() (AuB)nC

Hn A-C

(8) B°

(h) (AuB)-C

i Au(B-0C)

@ (AuB)*

. Consideremos los conjuntos A, B'y C definidos como
A:{17 2) 37 47 5}7 B:{47 5) 6}7 C:{47 7}'

Representar mediante diagramas de Venn y por extension los conjuntos indi-
cados en el ejercicio anterior.

. Sea U un conjunto universal dado, y consideremos A ¢ U. Utilizar un ejem-
plo particular para intuir (sin demostrar) el resultado de hacer las operaciones
AnA°y Au A°



Capitulo 2

Conjuntos numéricos

2.1. Numeros naturales y enteros

Los nimeros naturales forman el primer conjunto de nimeros que fue uti-
lizado por los seres humanos, tanto para contar objetos como para ordenarlos.
Por ejemplo, 1, 4 y 82 son nimeros naturales. El conjunto de los nimeros natu-
rales se denota con el simbolo N. Existe una controversia respecto a considerar
al cero (0) como un nimero natural, ya que en ciertas ramas de la matematica lo
consideran como tal, pero en otras no. En este texto vamos a excluirlo, es decir,
consideraremos

N={1,2,3,4,5,6,...}.

Usaremos la notacién Ny para denotar el conjunto de los nimeros naturales que
incluye al cero, es decir, Ng = N u {0}. El conjunto N puede representarse en
una semirrecta con puntos igualmente espaciados como se ve a continuacion:

Se tiene que N es un conjunto ordenado: un nimero natural es menor que
otro* si estd colocado a la izquierda de €l en la recta numérica. Por ejemplo, 5 es
menor que 7, lo que se escribe en simbolos como 5 < 7. De la misma forma, un
niimero natural es mayor que otro, si estd colocado a la derecha de él en la recta
numérica. Para denotar con simbolos que 6 es mayor que 3, se escribe 6 > 3.

Como ya mencionamos, N es un conjunto infinito que tiene un primer ele-
mento, pero no un dltimo. Cada nimero natural tiene un sucesor (es decir, otro

*Como explica el Diccionario panhispanico de dudas de la RAE, el segundo término de esas
comparaciones debe ir introducido por la conjuncién que (“El precio es mayor que 10”) o por la
preposicién de (“El precio es mayor de lo esperado”), pero censura el uso de la preposicién a (“El
precio es mayor a 10” X ).
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nimero natural que se encuentra justo a la derecha de él en la recta numérica),
y cada ndmero natural, excepto el 1, tiene un antecesor (el nimero natural que
se encuentra justo a su izquierda en la recta numérica). Por ejemplo, el sucesor
del niimero 5 en el conjunto de los niimeros naturales es el 6, mientras que su
antecesor es el 4.

Es claro que entre dos nimeros naturales hay una cantidad finita de nimeros
naturales, por eso se dice que el conjunto es discreto.

> Por simplicidad, diremos “los nimeros naturales” o “los naturales” para refe-
rirnos al conjunto formado por dichos niimeros. Lo mismo haremos con el resto
de los conjuntos numéricos que presentaremos en esta seccion.

Con respecto a la operaciones bésicas, recordemos que la suma y multipli-
cacién de nimeros naturales dan como resultado otro nimero natural, pero no
ocurre lo mismo con la resta y con la divisién. Aunque definiremos formalmente
mads adelante estas operaciones, todos conocemos ya su significado.

Para el caso de la resta, el resultado de restar dos nimeros naturales sera otro
numero natural siempre que el minuendo sea mayor que el sustraendo (es decir,
si m y n son nimeros naturales, entonces m —n € N siempre que m > n). Sin
embargo, no existe un nimero natural que sea el resultado de hacer la resta 3—18.
Puesto que este tipo de operaciones representan situaciones que aparecen en la
vida cotidiana (por ejemplo, si tengo una deuda de $18 y dispongo solamente de
$3 para entregar, el resultado es que sigo debiendo $15), se agregaron simbolos
que permitieran representarlas. Estos simbolos fueron el cero y los opuestos de
los naturales:

Z={..,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}.

El conjunto Z es llamado conjunto de los niimeros enteros, y se representa en
la recta numérica de la siguiente forma:

Notar que podemos escribir
Z=7"u{0}uZ",

siendo Z~ = {...,-5,-4,-3,-2,-1} el conjunto de los enteros negativos, y
Z* ={1,2,3,4,5,...} el conjunto de los enteros positivos (o naturales). Asi,
el conjunto de los nimeros naturales esta contenido en el de los enteros.

Los enteros negativos se utilizan para describir valores que se encuentran por
debajo de un valor tomado como referencia: alturas por debajo del nivel del mar,
temperaturas bajo cero, pisos por debajo del suelo (como los edificios que tienen
uno o mas subsuelos disefiados para cocheras o depdsitos).

11
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Al igual que los naturales, los enteros constituyen un conjunto ordenado,
infinito y discreto. La diferencia es que no tiene primer elemento, y todo nimero
entero tiene un antecesor y un sucesor entero.

Como antes, un nimero entero es menor que otro si estd colocado a la iz-
quierda de él en la recta numérica, y es mayor que otro si estd a la derecha de él.
Entonces, tenemos por ejemplo las siguientes relaciones:

-5 < =3; 3> -2; 0> -7, 3< 5.

Lo anterior se lee “—5 es menor que —3”; “3 es mayor que —2”; “0 es mayor que
-7y “3 es menor que 5”. Notar que todas las desigualdades pueden escribirse
y leerse de otra manera. Por ejemplo, la dltima puede escribirse también como
9 > 3,y leerse “5 es mayor que 3”.

Asi, si m y n son nimeros enteros tales que m es mayor que n, podemos
escribir indistintamente

m>n (6] n<m.

emads, el simbolo n < m se lee “n es menor o igual que m” vy significa que o
Ad 1 bol < lee “ 1 ’ fi

ien n < m, ien n = m. A ,m>n m igu
bien n < o bien Analogamente > n se lee “m es mayor o igual
que n” y significa que o bien m > n, o bien m = n. Por ejemplo, 2 < 5 es una
afirmacidén verdadera, y también lo es 2 < 2.

Ejemplo 11. Utilizando los signos de orden. Si el conjunto A se define por
comprension como
A={neN:n<5},

entonces A se escribe por extensién como A = {1, 2, 3, 4, 5}. Ahora, si consi-
deramos
B={neZ:n<5},

entonces B se escribe por extensién como B = {...,-3,-2,-1,0,1, 2, 3, 4, 5}.
Si definimos
C={neZ:-2<n<5},

entonces tenemos que C' = {-2,-1,0,1, 2, 3, 4}. Notar que en este dltimo caso
el entero 5 no pertenece al conjunto C, ya que en su definicién aparece un signo
“menor” (<) en lugar de un signo “menor o igual” (<). «

Las desigualdades como las que definen al conjunto C' del ejemplo anterior
se conocen con el nombre de doble desigualdad, y corresponden a cualquiera
que tenga alguna de las siguientes formas:

a<x<b, a<x<b, a<x<b, a<z<b.

En todos los casos se refiere a los valores de  comprendidos entre a y b, pu-
diendo incluir a uno, ambos o ninguno de estos valores “extremos”, segun si la

12
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desigualdad es estricta o no: en el primer caso no incluye a ninguno, en el se-
gundo incluye a a pero no a b, en el tercero se incluye tanto a a como a b, y en el
ultimo a b pero no a a. Asi, el conjunto C' del ejemplo anterior puede escribirse
también de las siguientes formas equivalentes:

C={neZ:-2<n<4}={neZ:-3<n<4}={neZ:-3<n<5}.

No hay que olvidarse de la primera condicién “n € Z” que aparece en la defini-
cién de C, ya que estd diciendo que debemos quedarnos solamente con los ente-
ros que satisfacen la doble desigualdad (aunque atin no definimos otros nimeros,
sabemos que existen otros no enteros comprendidos entre los extremos dados en
cada caso). Teniendo en cuenta esto, también se puede definir el mismo conjun-
to C' como

C={neZ:-2<n<4.3},

por ejemplo. Asi, la condicién n < 4.3 permite incluir al nimero no entero 4.3,
pero la condicién n € Z lo excluye. En lo anterior, como a lo largo de todo el
libro, se usard el punto como signo separador de los decimales (en lugar de una
coma).

Ejercicios 2.1

1. Ordenar de menor a mayor los siguientes niimeros enteros:

12, -7, 4, 8, -2, 0, —15, 6.

2. Expresar por extension los siguientes conjuntos:

A={neZ:-5<n<4}, B={neZ:-2<n<6},
C={neZ:4<n<8.2}, D={neN:n<T}.

3. Utilizar desigualdades dobles para expresar los siguientes conjuntos:
E={23}, F={-2,-1,0,1,2,34}, G={7,8,9, 10, 11}.

4. Determinar si los siguientes conjuntos tienen un primer elemento. En caso de
tenerlo, indicar cual es:

H={neN:n>4.5}, I={neZ:n<8},
J={neN:n<8}, K={neZ:n>-3}.

2.2. Numeros racionales e irracionales

Asi como vimos que fue necesario agregar simbolos (los enteros) que repre-
senten el resultado de restarle a un nimero natural otro natural mayor o igual

13
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que el primero, veremos ahora un nuevo conjunto numérico, que permite repre-
sentar el resultado de dividir dos naturales cualesquiera. Es asi como surgen los
nimeros racionales, ligados con el concepto de fraccion. Si bien no se profundi-
zard aqui en el concepto de fraccion (ya que pertenece a la formacion bésica del
alumno), recordaremos brevemente la idea: si n, m € N, entonces en la fraccion
- el nimero m es llamado denominador y representa en cudntas partes igua-
les se ha dividido la unidad (el todo), mientras que n es llamado numerador
y nos indica cudntas de dichas partes se deben tomar. Por ejemplo, la imagen a

continuacion representa graficamente a la fraccién %

Cuando el numerador es menor que el denominador, la fraccion es llamada
propia y su valor es menor que 1. En caso contrario, es llamada impropia, siem-
pre que el numerador no sea un multiplo del denominador. Si el numerador es
un multiplo del denominador, la fraccion es llamada aparente, pues en realidad
representa un valor entero. Tanto las fracciones impropias como las aparentes,
corresponden a un nimero mayor o igual que la unidad.

2 T 21
5 5 3
propia impropia aparente

Dos fracciones -y 5 son equivalentes si representan la misma parte del
todo, y en tal caso se denota
n_p

m q
Por ejemplo, las siguientes fracciones son equivalentes, ya que todas representan

la mitad del todo:
1 2 5

2 4 10

Para definir formalmente el conjunto de los nimeros racionales, se gene-
raliza el concepto de fraccién permitiendo valores negativos. Precisamente, el
conjunto Q de los niimeros racionales se define como

n
Q:{— :n,meZ,mq&O}.
m
Es decir, es el conjunto formado por todas las fracciones con numerador y de-
nominador ambos nimeros enteros, y denominador no nulo (es decir, distinto
de cero). Dos fracciones equivalentes representan el mismo nimero racional.

: -n n : n
Luego, los racionales —* y — son iguales, y se los representa como —-. S0
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CJ/ Lo siguiente resulta un criterio muy util para determinar si dos fracciones
son equivalentes o no: si n, m, p, q € Z con m, q * 0, entonces

= P gy solosing =pm
= =Lsiy q=pm.

Todo nimero racional en forma de fraccién de enteros puede expresarse en
base decimal. Desde el punto de vista numérico, la fraccién ;- posee una expre-
sion decimal, la cual se obtiene haciendo la divisién de n entre m. Las represen-
taciones decimales de niimeros racionales no enteros son de dos tipos: decima-
les exactos o decimales periédicos (puros o mixtos). Al alumno que no recuerde
estos conceptos u otros relacionados (como representacion de fracciones en la
recta numérica), se recomienda que haga un breve repaso de los mismos.

Notar que 7 = n para cualquier entero n, por lo que el conjunto de los

niimeros enteros representa un subconjunto de los racionales.

Una fraccion irreducible es aquella que no se puede simplificar (reducir),
lo que significa que no existe otra fraccidon equivalente que se pueda escribir con
“nimeros mas pequefios”. Hablando en términos matematicos, una fraccién es
irreducible cuando el numerador n y el denominador m no tienen divisores posi-
tivos en comtn (ademads de la unidad), con n € Z y m € N, por lo que se dice que
estd escrita en su minima expresion. Para llevar una fraccién a su forma irredu-
cible, se divide tanto su numerador como su denominador por un mismo entero
que sea factor comun a ambos, hasta que sea posible. Este proceso es conocido
como “simplificar” la fraccién. Por ejemplo, la frac01on puede reducirse divi-
diendo por 6 tanto el numerador como el denominador, para llevarla a su forma
irreducible %

B = 2 ~» forma irreducible.
18 3

Cada fraccion se representa como un punto de la recta numérica, y se ubica
en una posicion intermedia entre dos niimeros enteros consecutivos. Podemos
comparar dos nimeros racionales cuyos denominadores son positivos de la si-
guiente manera:

siy solo si nqg < pm (m,q > 0).

3=

<P
q

Si se quiere aplicar el criterio anterior para racionales negativos, observemos
que, como se dijo antes, = - = =% para todo par de naturales n y m,

por lo que siempre podemos hacer que el numerador se “lleve” el signo menos,
obteniendo asi denominador positivo.
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Recordemos que la suma y el producto de dos racionales se definen respec-
tivamente como:

_ng+pm

LD np
q

m

)

33
ISk

n
m mq

L=}

Una propiedad fundamental de los nimeros racionales que queremos recor-
dar aqui es la de orden denso*. Esta propiedad establece que:

\J
CJ/ Si x e y son dos nimeros racionales tales que x < y, entonces existe otro
racional z satisfaciendo x < z < y.

Esto dice que entre dos niimeros racionales hay siempre otro racional (lo
cual no es cierto con los enteros, pues entre dos consecutivos no hay otro entero
estrictamente comprendido entre ellos), y de esto puede deducirse que entre dos
numeros racionales (que pueden estar tan cerca entre si como se quiera), hay
infinitos racionales. Pero, ;cémo pasamos de decir que existe uno a que existen
infinitos? Muy simple, tomemos dos nimeros racionales = e y, y supongamos
que = < y. Sabemos entonces que existe z; € Q tal que z < z; < y. Volviendo
a aplicar el mismo razonamiento con el nuevo par de racionales z; e y (0 con
Ty z1), tenemos que existe otro nimero racional 2z tal que z; < 25 < y. De
esta manera podemos seguir, y encontrar una lista sin fin de racionales z; todos
diferentes, comprendidos entre z e y. Q

Sin embargo, a pesar de existir tantos niimeros racionales, se ha demostrado
que existen nimeros que no pueden expresarse como .-, para ningtn par de
enteros n y m (m # 0). Estos nimeros son llamados irracionales, y son aquellos
cuya expresion decimal tiene infinitas cifras no periddicas. Algunos irracionales

“famosos” son

V2 = 1.41421356237 . ..

V/3 = 1.73205080756 . . .
7 = 3.14159265358 . ..
e =2.71828182845 . . .

El conjunto de todos los nimeros irracionales se denota con el simbolo I. Notar
que un nimero es o bien racional, o bien irracional, pero no puede ser ambas
cosas a la vez. Es decir, Q e I son conjuntos disjuntos, lo que denotibamos
comoQnl=g.

*Esta propiedad es a veces llamada densidad de los racionales, pero no es correcto, ya que la
densidad es una propiedad que relaciona un conjunto con otro, y no es una propiedad del conjunto
en si mismo.



2.3. Numeros reales

Ejercicios 2.2
1. Clasificar las siguientes fracciones seguin sean propias, impropias o aparentes:

3 7 9 9 3

¢4 3 4T

2. Determinar si los siguientes pares de fracciones son equivalentes o no. Justi-

ficar.
8

ﬂ;

15
y —.

8 3.9 5
21" 178 377

2 1 3.9
37 37

3. Completar las casillas vacias de modo de obtener fracciones equivalentes:

4. Reducir las siguientes fracciones a su minima expresion:

L
8’ 24’ -3’ 21’ 60

5. G Un tanque tiene una capacidad de 1200 litros de agua. Indicar los litros
de agua que hay en % yen % del tanque, y realizar un grafico que ilustre estas
cantidades.

6. T‘ Se disponen de $2975 para organizar una cena, de los cuales se destinan %
para bebida y % para comida. Indicar cudnto dinero se usard en bebida y

cudnto en comida. ;Qué fraccion del total queda disponible para otros gastos?

7. ™™ En un supermercado hay dos marcas de leche. La leche marca A viene en
un envase de 600 cm?® que cuesta $24, mientras que el precio de la leche mar-
ca B es de $21 y contiene 700 cm?®. Hallar qué fraccién de un litro contiene
cada envase, y usarlo para determinar el valor del litro de cada marca.

2.3. Numeros reales
El conjunto de los nimeros reales es denotado por R, y se define como
R=Qul.
Es decir, todos los nimeros presentados anteriormente son nimeros reales. Pen-
sando a todos los conjuntos numéricos como elementos despojados de las ope-

raciones que estudiaremos en lo que resta de la seccion, tenemos la siguiente
representacion grafica:
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R

2.3.1. Operaciones y propiedades

Comenzaremos recordando las propiedades de la suma de niimeros reales.

% Propiedades de la suma. Para x, y y z reales cualesquiera, la suma satisface
las siguientes propiedades:

= Conmutativa: x + y =y + z (el orden de los términos no afecta al resul-
tado).

= Asociativa: z + (y + z) = (r +y) + z (podemos elegir cémo agrupar).
= Neutro aditivo: = + 0 = z (sumar cero no afecta al nimero).

= Existencia de inverso aditivo: para cada x € R existe un tnico elemento
en R denotado por —z, llamado opuesto de z, que satisface x + (—z) = 0.

A Con respecto a la existencia de opuesto, es importante notar dos cosas. La
primera es que no significa que —x sea un niimero negativo, sino que simple-
mente denota el opuesto del nimero x. Si x es negativo, entonces su opuesto —z
serd positivo. Por ejemplo, el opuesto de 3 es —3, mientras que el opuesto de —5
es 5. En simbolos, —(-5) = 5. Esto se escribe en forma general como

_(_I) =z,

y significa que el opuesto del opuesto de un nimero, es dicho niimero. Observar
que el opuesto del cero es €l mismo, y es el Unico entero que satisface ser el
opuesto de si mismo.

Lo segundo a remarcar es que si en lugar de R nos restringimos a un conjunto
mas pequeflo como el de los naturales N, entonces la propiedad de existencia de
opuesto dentro del conjunto no se cumple, ya que el opuesto de cualquier natural
es negativo, por lo que no pertenece a N. Si nos restringimos a Z, Q o I, si se
cumple.

Recordemos ahora las propiedades del producto de nimeros reales.



2.3. Numeros reales

%Propicdades del producto. Si z, y y 2z son reales cualesquiera, entonces
valen las siguientes propiedades para el producto:

= Conmutativa: x-y = y-x (el orden de los factores no afecta al resultado).
= Asociativa: z- (y-2) = (z-y) - z (podemos elegir cémo agrupar).
= Neutro multiplicativo: = - 1 =  (multiplicar por 1 no afecta al nimero).

= Existencia de inverso multiplicativo: para cada x € R distinto de cero,
existe un unico elemento en R denotado por zto %, llamado inverso
multiplicativo o reciproco de z, que satisface - z~% = 1.

A Al igual que con el elemento opuesto, si nos restringimos ahora a N o
incluso a Z, no se cumple que todo elemento tenga un inverso multiplicativo
alli. De hecho, ningtin entero, excepto 1 y —1, tienen inverso multiplicativo que
sea entero. Por ejemplo, el inverso de 5 es % (pues 5+ % = 1), el cual no es entero.
En cambio, si se cumple que todo nimero en Q (distinto de cero) tiene su inverso
multiplicativo en @QQ, y lo mismo ocurre en I.

Observar que el inverso del inverso de un nimero distinto de cero, es dicho
, . 1N -1 .
ntmero. Por ejemplo, (57*)™ = (%) = 5. En forma general, si x # 0 entonces:

(x_l)_l = T.

A lo largo de todo el texto, como es usual, usaremos en forma indistinta la
notacién zy o x - y para indicar el producto entre = e y.

De las propiedades anteriores se puede deducir la regla de los signos:

w(-y)=(2)y=-(zy) y  (-2)(-y) =2y
La regla anterior se recuerda de manera “grafica” como:

+x ==

- ==t

Antes de pasar a las demds operaciones, recordemos una propiedad conjunta
de la suma y el producto:

= Distributiva del producto respecto de la suma: para cualesquiera ntime-
ros reales x, y y z, se tiene

x(y+2z) =xy +x2.
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Utilizaremos la suma y el producto para definir las demds operaciones: resta
o diferencia, division, potenciacion, radicacion y logaritmo.

P> Resta o diferencia. La diferencia entre dos nimeros reales = e y se
define como la suma entre x y el opuesto de y:
z-y=z+(-y).
De la definicién anterior se deduce que la diferencia no es conmutativa. Esto
significa que z — y # y — x. Por ejemplo:
3-5=3+(-5)=-2, pero 5-3=5+(-3)=2.

Ademés, la definicion implica que

x-(-y)=x+y.

\]
CJ/ De esto se sigue la conocida regla para eliminar un paréntesis que estad
precedido por el signo menos: hay que cambiar los signos de cada término dentro
del mismo.

Ejemplo 12. Hallar el resultado de (-2) +5— (1 + (-3) +2 - (-1 +2)).

Solucion:

(-2)+5-(1+(-3)+2-(-1+2))=-2+5-(1-3+2+1-2)
=-2+5-(-1)
=-2+5+1=4. «

No debemos olvidar la “jerarquia” de las operaciones: se debe calcular pri-
mero lo que esta entre paréntesis, corchetes y llaves. Las restas se calculan de
izquierda a derecha. Recordaremos luego el orden en que se realizan las opera-
ciones combinadas.

Al estar la resta definida mediante la suma, se obtiene facilmente la propie-
dad distributiva del producto respecto de la resta:

2(y—2) =x(y+(-2)) =ay+z(-2) = x2y-xz.

> Division o cociente. El cociente entre dos nimeros reales x e ¥, con
y # 0, se define como el producto entre z y el inverso de y:

=z =x-y_1.

< | =

Y
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2.3. Numeros reales

El cociente % también se denota x : y. De la definicién anterior se deduce que la
divisién no es conmutativa: = : y # y : z. Por ejemplo:

10:5=2, pero 5:10= 3.
De hecho, si z = 0 entonces y : = no estd definido (no se permite dividir por
cero), mientras que x : y = 0 siempre que y sea distinto de cero.

De la definiciones de cociente e inverso multiplicativo, para = e y distintos
de cero, se concluye que

Yy
=

< 8|

Al estar el cociente definido mediante el producto, se obtiene facilmente la
propiedad distributiva del cociente respecto de la suma:

r+y

=(z+y)- 2t =az vyt = e
z oz

donde z # 0. Andlogamente se obtiene la propiedad distributiva del cociente
respecto de la resta:

A Un error frecuente es aplicar “al revés” la propiedad distributiva. Para el
caso general,

£+

T T T
y+z Yy z

Este y otros errores frecuentes se enuncian en el Ejercicio 5 al finalizar la sec-
cién.

Pasaremos ahora a la potencia y la radicacién, las cuales se definen en un
orden determinado, el cual esquematizamos a continuacién para organizar las
ideas:

| Potencias con exponente natural o cero |

|

| Potencias con exponente entero |—>| Raices con indice natural |

|

| Potencias con exponente racional |
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Luego analizaremos el caso de potencias con exponente real, pero de manera
no formal, ya que la definicidn precisa escapa a los contenidos de este libro.

» Potencia. Los nombres de los elementos que intervienen en una potencia
son solamente dos:

n ~——exponente

xX
base

> Como se indic6 en el esquema,
comenzaremos recordando la definicién de potencia con base real y exponente
natural: si x es un ndmero real y n un natural mayor que uno, la potencia z” se
define como el producto de = consigo mismo n veces:

n

o
n factores
Por ejemplo:
x2=x-x7 $3=$'.’E-l’, tt=xoxozn

En lo anterior, 22 se lee como “z al cuadrado”, > como “z al cubo”, y z* como
“x ala cuarta”. La definicién de potencia se completa para todos los exponentes

naturales con z! =z (cason = 1).

Sin =0, se define 2° = 1 siempre que x # 0. Es decir, todo nimero no nulo
elevado a la cero es igual a uno, por definicién™:

Sin embargo, no existe definicién para cero elevado a la cero, por lo que 0° es
llamado una indeterminacion.

Ejemplo 13. Calculando potencias. Aplicaremos la definicién de potencia para
calcular las indicadas a continuacion:

23-2.2.2=8,
(=2)° = (-2)- (-2) (-2) = -8,
24=2-2~2~2:16,
(-2)* = (-2)- (-2) - (-2) - (-2) = 16. «
“Esta definicion no es arbitraria sino que se origina a partir de la divisién de potencias de igual

base, en cuyo caso, como veremos luego, los exponentes se restan: si « # 0, 23 a8 = 2373 = 20

Pero por otro lado, todo nimero dividido por si mismo es uno, por lo que 3 : 3 = 373 = 1.

Tgualando se obtiene 2 = 1, siempre que x # 0.
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2.3. Numeros reales

En el ejemplo anterior hemos combinado la definicién de potencia junto con
la regla de los signos. El procedimiento realizado nos permite concluir que cual-
quier ndmero real, ya sea positivo o negativo, elevado a un exponente par da
como resultado un ndmero positivo. En cambio, si el exponente es impar, el
signo no se altera: un nimero positivo elevado a un exponente impar da como
resultado otro nimero positivo, y al elevar un nimero negativo a un exponente
impar se obtiene otro negativo. Entonces, para a > 0 y n natural, se tiene que:

sin es par;

(-a)" = { —(;z"), si n es impar. 2.3

Ejemplo 14. Exponentes pares e impares. De la definicién de potencia tene-
mos que:
32=9,  2°=32.

Para bases negativas, aplicando (2.3.1) obtenemos
(-3)*=9, (-2)° = -32.
Notar que si a = 1, entonces
(-1)*® =1 pero (-1)'""=-1,

donde en este caso lo tinico que import6 es que 180 es par, y 175 es impar. &

> Extenderemos ahora la definiciéon de po-
tencia a exponentes enteros (es decir, veremos qué significa, por ejemplo, z~3).
Si n es un ndmero natural y x # 0, se define

Se pide x # 0 porque no es posible dividir por cero.

Ejemplo 15. Calculando potencias con exponentes enteros. Aplicando la de-
finicién, obtenemos:

11
273 _ ==
23§’
1 1
-3)2= ==,
572 1 19 (3\?
(5) ~Gpmom-(5) ¢
(3 9
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

\J
CJ/ El proceso efectuado en el dltimo ejemplo se puede escribir en forma
general para obtener una regla para elevar fracciones a exponentes enteros ne-
gativos: hay que elevar la fraccién reciproca (es decir, la fraccién que se obtiene
“dando vuelta” la original, que no es mas que el inverso multiplicativo de ella),
pero ahora con exponente positivo:

p -n q n
( q ) - (p ) ’
Como caso particular de lo anterior con p = 1 tenemos que:

-n
[
q
? En palabras, la férmula anterior nos dice que un denominador con exponente
negativo, se transforma en numerador con exponente positivo.

Ejemplo 16. Simplificando expresiones. Simplificar la siguiente expresion:

(5 )‘2 321

3 5372

Solucion: Primero aplicaremos las observaciones anteriores y la definicion de
potencia, y luego efectuaremos el producto:

-2 92 2 92 2 2.9.9.9. 6
R b

3

5

- 5 5:5:5 5%

A través de la definicién de potencia hemos adelantado en el célculo anterior
una de las propiedades que enunciaremos luego (pag. 28) para exponentes mas
generales: cuando se multiplican potencias de igual base los exponentes se su-
man. Lo hemos usado para exponentes naturales, y es una consecuencia directa
de la definicién:

2™ = XX T =X T k= BT

n factores m factores n+m factores

Siguiendo el esquema planteado, antes de definir potencias con exponente
racional, necesitaremos la definicion de la radicacion con indice natural.

» Radicacion. Para n natural, decimos que un niimero r es raiz n-ésima
del niimero x, si satisface que

7" =%

Para los casos n = 2 y n = 3, estas raices se conocen como raiz cuadrada y raiz
cubica, respectivamente. Para el resto de los casos suelen utilizarse ordinales:
raiz cuarta, quinta, sexta, etc.
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2.3. Numeros reales

Ejemplo 17. Hallando raices.

= 2 es raiz cibica de 8, pues 2° = 8.
» -2 es raiz ctibica de -8, pues (-2)% = -8.
= 2 es raiz quinta de 32, pues 25 = 39

= 9 es raiz cuadrada de 81, pues 9% = 81. Pero también (-9)? = 81, por
lo que —9 también es raiz cuadrada de 81. Entonces, las raices cuadradas
de 81 son +9 (se utiliza el simbolo + para indicar tanto el valor positivo
como el negativo).

= Puesto que 2* = 16y (-2)* = 16, 2 es raiz cuarta de 16, y —2 también.

= No existe ninglin nimero real que sea raiz cuadrada de —4, pues todo
ndmero real elevado al cuadrado da como resultado un niimero no negativo.

= No existe ningtin nimero real que sea raiz cuarta de —16, pues todo niime-
ro real elevado a la cuarta da como resultado un niimero no negativo. &

El ejemplo anterior, junto con (2.3.1), nos conducen a la siguiente conclusién
sobre las raices n-ésimas de un nimero z:

n
Par Impar
x
+ Positivo dos raices reales ¥ ¢ | una raiz real positiva 4
= Negativo no tiene raiz real X | una raiz real negativa 4

\J

CJ/ Como observamos en el cuadro anterior, si n es impar entonces para cada
nimero real z existe un inico nimero real r satisfaciendo ™ = z. Esto se denota
como ¥/z = r. Por ejemplo, ¥/8 = 2'y /-8 = —2. En cambio, si n es par y
positivo, existen dos valores reales satisfaciendo ™ = x. Se llama raiz n-ésima
principal de = al Gnico nimero real positivo r que satisface dicha igualdad.
Utilizamos en este caso la notacién %/x = r para indicar a esta raiz principal.
Cuando n = 2, por convencién no se coloca el indice: 2/ se escribe como /.
Por ejemplo, /16 = 4*. Ademds, para cada natural n tenemos que /0 = 0, pues
0™ = 0 sin importar el valor de n. Si = es negativo y n es par, el simbolo {/x no
esta definido, ya que no es posible encontrar ningin ndmero real r que verifique
r" =z,

Llamamos radicaciéon al proceso de calcular la raiz n-ésima ¢/z de un
ndmero z, con n natural, siempre que sea posible. Los nombres de los elementos
involucrados en esta operacién son:

indice—,, o radicando

radical

*Es importante recordar que /2 no significa </z. Notar que +/z = z para todo x pues z* = x,

aunque la raiz n-ésima con n = 1 no resulta un caso interesante.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

A Repetimos que cuando aparece una raiz con radicando positivo e indice
par, el simbolo %/~ representa solamente al valor de la raiz principal (es decir,
el positivo). Este valor es el que arroja la calculadora en dicho caso . Por
ejemplo:

Vi =2, V81=3.
\/4_1=:t2, V81=13. X

Ejemplo 18. Resolver el siguiente ejercicio combinado:
2V/25 - V16 + 3V/32 - V/-8.
Solucion:

225 - /16 +3¥/32-/-8=2.5-2+3.2-(-2)
=10-2+6+2=16. «

> En el ejemplo anterior hemos tenido en cuenta la jerarquia de las operaciones
(es decir, el orden en que deben resolverse), lo que recuerda la conocida frase
“las sumas y restas separan términos”. Esto significa que primero se resuelven
las operaciones dentro de un mismo término, y por dltimo se realizan las sumas
y las restas:

4+10:2#14:2=7 X 4+10:2:,Z+10:2:4+5:9. 4

Como es sabido, los paréntesis, corchetes y llaves imponen su orden en las ope-
raciones.

> La definicién de raiz con indice natural
nos permite extender la definicién de potencia al caso de exponente racional. Es
4 3

decir, veremos ahora el significado de, por ejemplo, 5 0 " 7. Seanm € Z y
n € N tales que 7 es irreducible, y sea x € R. Se define

m

xn = zm.
en caso de que sea posible. Lo ilustramos a continuacién.

Ejemplo 19. Exponentes racionales.
4
» 23 =/24= /16 *
1
[ ] 55 = \/5

*Luego de ver las propiedades de la potencia y raiz simplificaremos esta expresion.
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2.3. Numeros reales

V/-1024 ~ no existe en R por ser indice par y radi-
cando negatlvo. «

El ejemplo anterior, junto a lo que ya conocemos sobre radicacién, nos con-
m

duce a las 3 posibilidades siguientes para z » cuando la base x es negativa:
= m par, n impar. Es un nimero positivo (pues ™ es positivo). v

m

= m impar, n impar. Es un nimero negativo (pues x™ es negativo). 4

= mimpar, n par. No tiene solucién en R (pues =™ es negativo). X

Notar que la opciéon m y n ambos pares se descarta en la lista anterior pues
en tal caso la fraccién ”* no estaria en su forma irreducible. Concluimos que
la potencia con base negativa y exponente racional irreducible solamente
existe cuando el denominador de dicho exponente es impar. <

A No hay que dejar pasar los dos requisitos sutiles pero fundamentales sobre
el exponente racional * establecidos en la definicién de potencia: el primero es
que al pedir m entero y n natural, es el numerador m el que se esta “llevando
el signo” de la fraccién. Por ejemplo, si el exponente es —%, tomamos m = —3
y n = 4. Esto se debe a que el denominador n pasa a ser el indice de la raiz, la
cual definimos solamente para indices naturales. El segundo requisito es que la
fraccion sea irreducible. En realidad esto no serd necesario cuando la base sea
positiva, pero como veremos en el ejemplo siguiente, si la base es negativa y el
exponente no se encuentra en su minima expresion, podemos obtener resultados
absurdos.

Ejemplo 20. Se debe reducir el exponente. Supongamos que queremos calcu-

6
lar (-2)2 y no observamos que el exponente puede reducirse a 3. Entonces, si
aplicamos la definicién de potencia con exponente racional sin reducir la frac-

cién, obtenemos .
(-2)7 = /(2)F - Vi -s.

Sin embargo, si observamos que 3 = 3, tenemos

(-2)7 = (-2)* = (-2)- (-2) - (-2) =

obteniendo asi un resultado diferente al primero. Este dltimo es el correcto, pues
se obtuvo respetando la definicién. «
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Como se pudo observar, hay que tener cuidado con las bases negativas con
exponentes racionales, para no cometer errores que conduzcan a resultados inco-
rrectos. Para evitar estos inconvenientes, serd de gran utilidad la siguiente féormu-
la que relaciona una potencia con base negativa con otra cuya base es positiva,
siempre que el exponente sea irreducible y tenga denominador impar (que, co-
mo mencionamos antes, es el Unico caso que importa pues de lo contrario la
potencia no existe). Mds precisamente, sean m entero y n natural impar con
irreducible. Para x > 0 se tiene que

m
n

(—2)m = (-1)™z (2.3.2)

La férmula anterior serd una herramienta muy util para “deshacernos” de las
bases negativas.

Ejemplo 21. Eliminando bases negativas. Aplicando la férmula anterior, te-
nemos que:

IS

4 4
(-2)5 = (-1)"25 =25,
(—7)3 = (—1)573 (-1)-7%. «

La definicién de potenciacién con base positiva y exponente real requiere
conceptos que escapan al contenido de este libro. Sin embargo, dichos concep-
tos tienen que ver con “aproximar” el exponente irracional mediante exponentes
racionales. Este proceso lo realiza la calculadora al “cortar” la cantidad de de-
cimales de un ndmero irracional en una cantidad finita de ellos. De esta forma,
aproxima por ejemplo al irracional 7 por el racional 3.141592654, y a /2 por
1.414213562. En otras palabras, todos los niimeros que uno ingrese en la calcu-
ladora se convierten en racionales (muy cercanos al nimero deseado). Entonces,
no resultara para ella un problema calcular 2™, 4V3 0 ¢V2, Usaremos el resultado
arrojado por la calculadora cuando se presenten estos casos. Por ejemplo,

27 ~ 8.82497782708.

El simbolo #~ indica que el valor no es exacto, sino que hemos redondeado la
expresion. Notar que 7 se encuentra entre 3 y 4, por lo que tiene sentido que 27
sea un nimero comprendido entre 2% = 8 y 24 = 16.

% Propiedades de la potencia con base positiva. Si z e y son reales positivos
y ¢, € R, entonces valen las siguientes propiedades:

= Producto de potencias de igual base: z?- 2" = z7*" (los exponentes se
suman).

= Division de potencias de igual base: z¢ : " = z97" (los exponentes se

restan).
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2.3. Numeros reales

= Potencia de otra potencia: (z")? = 2"? (los exponentes se multiplican).

= Distributiva con respecto al producto: (z-y)? = 29 - y9.

= Distributiva con respecto al cociente: (z :y)? = 29 : y9.

= No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando dentro del paréntesis hay una suma o resta:

X (z+y)?+a?+y9, g

X (w-y)t=at-y.
= Cambio de orden: z n = ( W)m paratodom e Z, n € N.

m m-k
= Invariancia por fracciones equivalentes: x » = x nk para todo m € Z,

n,keN.

Ejemplo 22. Aplicando las propiedades de la potencia.

5 1 2 512
m 83 .8 3.8

s (5-2)°=52.22=2522,  x>0.

(&)}-%-< >0 «

2 23

Ejemplo 23. Cambiando el orden. Veamos un ejemplo de cémo funciona la
propiedad de “cambio de orden”. Si aplicamos la definicién de potencia para
2

calcular 273, primero tenemos que elevar al cuadrado y luego sacar la raiz cibi-

ca.
2 . .
273 = V272 =729 =9,

pero cambiando el orden de estas operaciones tenemos que
2 . 2
275 = (V/27) =32 =0,

Se obtiene asi el mismo resultado pero en una forma mads sencilla, por involucrar
nimeros mds pequefios al calcular primero la raiz, y elevar luego al cuadrado.
Por otro lado, la dltima propiedad de las potencias nos dice que el mismo re-
sultado se obtiene si el exponente no es irreducible, debido a que la base es
positiva:

O~

276 = /274 = /531441 = 9,

como puede comprobarse mediante la calculadora. «
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@ Muchas de las teclas de las calculadoras cientificas tienen dos funcio-
nes: la que estd escrita sobre la tecla que se ejecuta directamente con ella, o la
que esté escrita por encima de ella (arriba). Para poder usar esta segunda funcién
es necesario oprimir antes la tecla o [INV]. Las calculadoras cientificas

actuales cuentan con una tecla cuya segunda funcién aparece como (o

[ X\Z en las mas antiguas), para calcular la raiz con cualquier indice. Sin embar-
go, algunas solamente traen teclas para calcular la raiz cuadrada de un niimero,
o la cuibica. En tal caso, se puede pasar la raiz a potencia, y usar la tecla [ﬂ 0

, segtin el modelo. Por ejemplo, para calcular /729 podemos hacer 7295 .

A Cabe mencionar que las bases negativas se eliminan en las propiedades
anteriores ya que los exponentes racionales pueden llevar a cosas como

V(D (1) =V (-1) V(=)

que surgen tomando x =y = -1y q = % en la propiedad distributiva con res-

pecto al producto. En esta igualdad, el lado izquierdo tiene sentido pues es \/1,
mientras que el lado derecho no lo tiene pues no existen ninguno de los factores
en el conjunto de los nimeros reales. Ademads, aun pidiendo que las expresio-
nes tengan sentido, algunas propiedades no valen para bases negativas, como la
“potencia de otra potencia”. El ejemplo siguiente” muestra que si la aplicamos
en dicho caso, podemos llegar a algo absurdo.

Ejemplo 24. Cuidado con las bases negativas.

23
-27=(-27)" = (-27)3"2

3
2

- ((-2m3)" = (V202)? - (V7o)
2= (32)

[M][SH

Siguiendo la cadena de igualdades anterior, se obtiene —27 = 27, lo cual es
absurdo. &

> Sin embargo, si los exponentes fueran enteros entonces las propiedades si-
guen valiendo para bases negativas. Ademds, para exponentes racionales con
denominador impar, se puede usar la férmula (2.3.2) para pasar de bases nega-
tivas a positivas, y luego aplicar la propiedades. Hacer uso de esta combinacién
serd una herramienta muy util, como se ilustra en los siguientes ejemplos.

“Fuente: https://en.wikipedia.org/wiki/Exponentiation. Consultado en
agosto de 2018.
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Ejemplo 25. Eliminando bases negativas para aplicar las propiedades. Apli-
cando (2.3.2), se obtiene:

oot (1) st E2)

=(-D)-(2%)7-(27)
(-1)-25 = (-1)-2 = -8, «

6
5

[S{[9"]
e

=(~1)-25 -2

2
Ejemplo 26. Calcular (-8)3 utilizando la férmula (2.3.2) y la propiedad de
cambio de orden.

Solucion:

(=8)3 = (-1)283 - 1-(\3/5)2 =22= 4. «

1
En cuanto a las propiedades de la radicacién, puesto que /x = xn, estas
son inmediatas a partir de las propiedades de la potencia.

% Propiedades de la radicacion. Si n y m son naturales, y « e y son reales
positivos, entonces valen las siguientes propiedades:

= Distributiva con respecto al producto: /z-y = V/x- /y.

= Distributiva con respecto al cociente: T\L/E = ng

» Raiz de otra raiz: \/ {/z = ™{/x (los indices se multiplican).
= No es distributiva con respecto a la suma ni a la resta: es decir, no se
puede distribuir cuando el radicando es una suma o resta:

X YTFyE T+ T 8
X Ty VT

= ;Cuidado al sumar o restar % y %! )

1 1
X x-%/x+ /T pues — + — £n+m,
n m

x
%

= Sin esimpar, /- = - {/z.

n Yn = ( Q/E)n = x ~ es decir, son operaciones inversas cuando x > 0
(o x = 0). Si x fuera negativo vale lo mismo para n impar, pero hay que
tener cuidado para n par, y dicho caso se analiza en detalle en (2.3.3), en
la Seccion 2.3.4.

1 1
# "{/r pues — — — #n —m.
n om
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Ejemplo 27. Aplicando las propiedades de la radicacion.

Y A R/ RV
16 ~ /16 4 °

= V20 = V/20.

) 1 1 5
Y7 T=73-72 =76 = V75 = /16807 (notar que el resultado no es
{5/7 , que es lo que se obtendria erroneamente al sumar los indices).

V38 = (\8/5)8 =3,y v/(-3)7 = -3. Sin embargo {/(-3)8 # -3, como se
«

vera en (2.3.3).

Ejemplo 28. Simplificando radicales. Veamos como usar la propiedad distri-
butiva de la raiz para simplificar expresiones:

V21 ={/28.2= V2832 =2¥2,
8
V511 = /58 .53 = v/58/53 = 51 /125 = 52 /125 = 25v/125. «

>

CJ/ El procedimiento utilizado en el ejemplo anterior se puede generalizar de
la siguiente manera: sean m y n naturales con m > n, y sea x un real positivo.
Sean ¢ y r naturales tales que m = n - g + r (es decir, hacemos la divisién m : n
y llamamos ¢ al cociente y 7 al resto). Entonces

V™ =xd/an.

Esta igualdad se obtiene mediante el mismo razonamiento empleado en el ejem-
plo, el cual suele ser mas sencillo de aplicar que memorizar la férmula resultante.
243

Ejemplo 29. Simplificar / 352.

Solucion: Primero hay que factorizar los niimeros involucrados, para luego sim-
plificar exponentes con indices de acuerdo al procedimiento anterior:

[243  [35 V¥ VB3T3 V3B 32.V3 9 3
25 V3 VB V&5 VEB 545 BVE
Otra forma de resolverlo es mediante la férmula de arriba, aplicada por un lado
al numerador y por otro al denominador. Para /3% se aplicaconn =2, m=5y
x=3,loqueproduce g=2yr =1 (pues 5=2-2+1). Luego

V35 =323,

Para el denominador /53, la férmula se aplicaconn =2, m =3y x =5, lo que
produce g = 1 y r = 1. Por lo tanto

V53 = 5/5. «
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Diremos que dos o mds radicales son semejantes si tienen el mismo indice
y el mismo radicando. Lo tnico que pueden tener distinto es el coeficiente que
los multiplica. Por ejemplo, los radicales 31/2 y —51/2 son semejantes. Para
comprobar si dos radicales son semejantes o no, se simplifican lo més posible,
como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 30. Reconociendo radicales semejantes. Determinar si los radicales
V162 y ¥/48 son semejantes.

Solucion: Observemos primero que ambos tienen indice igual a 3. Ademads, si
factorizamos los radicandos obtenemos

162 =2-3%, 48 =2%.3.
Entonces, por un lado tenemos que
V162 =234 =2-3.-¥3=3V6,

y, por el otro,

Va8 =/3.24=3.2. 2 =236.

Luego, son radicales semejantes. «

Ejemplo 31. Combinando radicales. La propiedad distributiva de la suma y la
resta nos permite combinar radicales semejantes. Por ejemplo, si consideramos
los radicales del ejemplo anterior tenemos que

V162 + V48 -9V6=3V6+2V6-9V6=(3+2-9)V6=-4V6. «

Consideremos las dos fracciones siguientes:

1 V2

N R

Sabiendo que \/2 ~ 1.4142, para obtener un valor numérico aproximado de las
fracciones anteriores, debemos hacer la divisién 1 : (1.4142) para la primera,
mientras que para la segunda debemos resolver (1.4142) : 2. Sin una calcula-
dora, la dltima es mds sencilla de resolver que la primera, ya que dividir por 2
es tomar la mitad del nimero, lo cual es aproximadamente 0.7. Resulta que es-
tas dos fracciones son equivalentes, y la segunda puede obtenerse a partir de la
primera mediante un procedimiento denominado racionalizacion del denomi-
nador. El mismo consiste en eliminar los radicales que aparecen en el denomi-
nador, multiplicando y dividiendo la fraccién dada por un mismo valor, elegido
convenientemente. [lustramos el método en el ejemplo siguiente.
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Capitulo 2. Conjuntos numéricos

Ejemplo 32. Racionalizacion de denominadores. Notar que:

5 5 V3 5/3 5/3 53

V3 V3V3 V33 VB 3

> En forma general, si en el denominador aparece .\/& con z > 0, multiplica-

mos y dividimos por /7 para convertir en z alidenominador.

Analicemos ahora el siguiente caso,.en el que supondremos que los simbolos
denotan cantidades positivas:

1 - 1 v 2a3b2c4 ~ V2a3b2c
V16a2b3c \ V24a2b3c V/2a3h2 ¢t 2abc
7 Es decir, multiplicaros y dividimos por una raiz con igual indice, pero los

exponentes de cada-factor corresponden a lo que le “falta” a cada uno para llegar
a b, que es el indice del radical en este caso. En forma general, por cada factor

dé-la forma */z” en el denominador, con n < m y x > 0, multiplicamos y
dividimos por /z™~". «

\J
CJ/ Antes de pasar a la ultima operacién del capitulo conviene que hagamos
un resumen de cuindo es posible aplicar, sin miedo a cometer errores, las pro-
piedades de las potencias (y por lo tanto de la rafz ya que /z = x%), y cuando
hay que tener cuidado y aplicar primero la férmula (2.3.2):

= Base positiva, cualquier tipo de exponente. v
= Base negativa y exponente entero. v

= Base negativa y exponente racional. A

> Logal‘itmo. Al igual que la radicacién con indice natural, el logaritmo
se define por medio de la potencia. El logaritmo en base a de un niimero x se
denota como

10 ga L «—— argumento

base
y lo que buscamos ahora es un exponente b al cual elevar la base a para obtener
el argumento z. Es decir, dados dos nimeros reales positivos a y x, con a # 1,
el logaritmo de x en base a es un niimero real b tal que a” = 2. En simbolos:

log, x = b siy solo si a’ =z
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En lo anterior, el lado izquierdo log, x = b se llama expresion logaritmica,
mientras que el derecho a® = z se llama expresién exponencial.

Solamente se permiten bases positivas (distintas de 1), por lo que x también
deberd ser positivo. El exponente b puede ser negativo.

Ejemplo 33. Hallando logaritmos.
= log, 32 = 5, porque 2° = 32.
] log% 32 = -5, porque (%)_5 =2%=32.
= log,49 = 2, porque 7% = 49.

2
» logy, 9= %, porque 273 = 9.
log, 1 =0, porque a® = 1. <2

= log,a=1,porquea’ =a. < «

Ejemplo 34. Dos logaritmos especiales. Existen dos bases que son especiales
para los logaritmos: tienen notacién propia, nombre y hasta una tecla especial en
la calculadora. La primera es la base a = 10. En este caso el logaritmo se llama
decimal y se denota simplemente como logz (es decir, no se escribe log,, x
sino que la base se omite). Por ejemplo,

log 1000 = 3, porque 10° = 1000.

Otro logaritmo especial es el llamado logaritmo neperiano o natural, y es el
que tiene como base al nimero irracional e = 2.71828 ... El nimero e, y por lo
tanto el logaritmo que lo tiene como base, es muy importante en la matematica y
en otras ciencias, como se vera en capitulos posteriores. Para indicar el logaritmo
natural de un niimero positivo z, escribimos In z.

@ Las calculadoras cientificas tienen teclas para calcular estos dos logarit-
mos, identificadas como y , respectivamente. Con estas teclas podemos
por ejemplo obtener:

log42 ~ 1.623, In6 ~ 1.792, log 0.5 ~ —0.301, In0.5 ~ —0.693.

Cualquiera de las cantidades anteriores puede verificarse mediante la definicion.
Por ejemplo, para verificar la primera hacemos 101523, que nos da aproxima-
damente 41.98. Obviamente no se obtiene exactamente 42, pues se produce un
error debido al redondeo. «

En el siguiente ejemplo veremos cémo resolver el problema inverso: cono-

ciendo el logaritmo de un nimero, cdmo hallar dicho nimero. Esto se logra
aplicando la definicién de logaritmo.
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Ejemplo 35. El problema inverso. Supongamos que sabemos que log, x =5y
queremos hallar z. Entonces aplicamos la definicién de logaritmo:

log, =5 siysolosi 2° = z.

Luego, el niimero buscado es = = 2° = 32. K

E En el ejemplo anterior no necesitamos calculadora porque los nimeros
eran sencillos, pero en otros casos puede ser que si la necesitemos. Por ejemplo,
supongamos que buscamos el nimero x que satisface Inx = 0.3. Esto ocurre
si €93 = z, y empleando la calculadora se obtiene = ~ 1.35. Para ello hemos
utilizado la tecla cuya segunda funcién aparece como o , segun el
modelo. También est4 la tecla con segunda funcién correspondiente a [@ 0
[@, que nos permite por ejemplo hallar x sabiendo que logx = —1.3. Es decir
que z = 10713 »~ 0.05.

También puede ocurrir que, conociendo el resultado del logaritmo y el niime-
ro z, el problema sea hallar la base, como ilustramos a continuacidn.

Ejemplo 36. En busca de la base. ;Cudl es la base a tal que log, 25 = 2? Por
la definicion de logaritmo sabemos que

log, 25 = 2 siy solosi a® = 25.

Es decir, buscamos un niimero positivo a tal que elevado al cuadrado se obten-
ga 25. Es fécil deducir que a es 5. «

De las propiedades de la potencia se deducen las siguientes propiedades del
logaritmo.

%Propiedades del logaritmo. Si a, x e y son reales positivos con a # 1,
entonces vale lo siguiente:

= Logaritmo de un producto: log,(z - y) = log, x + log, y.
= Logaritmo de un cociente: log, % =log, = - log, y.

= Logaritmo de una potencia: log, (z9) = qlog, x, para todo ¢ € R.

log, (%) = q

408 _ } ~ es decir, son operaciones inversas.

» log,z=1log,y siysolosi z =y.

log, =
log, a’

= Férmula de cambio de base: log, = = paratodo b >0,b # 1.
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Ejemplo 37. Aplicando las propiedades del logaritmo. Usar las propiedades
anteriores para expresar lo siguiente en términos de un tinico logaritmo:

logg x + 4logg y — logg 2, z,y, z>0.

Solucion: Aplicamos las propiedades del producto, la potencia y el cociente,
para obtener

logg x + 4logg y — logg 2 = logg x + logg (y4) —logg 2
=logg(x - yh) - logg z

a4
:1og6(xzy ) «

Ejemplo 38. La calculadora y la formula de cambio de base La mayoria de

las calculadoras cientificas nuevas disponen de una tecla para hallar el
logaritmo de un nimero en cualquier base. Sin embargo, algunas calculadoras
solamente cuentan con las teclas para calcular logaritmo decimal y neperiano.
En ese caso, la férmula de cambio de base nos permite calcular el logaritmo en
cualquier base a mediante las férmulas:

1 1
log, x = ogm) o bien log, x = 27
loga Ina
Por ejemplo,
log81 1In81
logs 81 = —8°2 = 250 4973,
log 5 Inb
lo cual podemos verificar haciendo 527 ~ 80.94. &

A La propiedad del producto de logaritmos dice que “el logaritmo de un pro-
ducto es igual a la suma de los logaritmos”, que no significa que “el logaritmo
de una suma sea igual al producto de los logaritmos”. Es decir,

log, (z +y) # log, x -log, y.
Lo mismo vale para la resta, es decir,

al

I ¢
og,(z-y) loga

Este es un error muy frecuente, por lo que hay que tener cuidado de no cometer-
lo. Todas las propiedades estudiadas hasta ahora serdn fundamentales para lograr
resolver ecuaciones en capitulos posteriores.
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Ejercicios 2.3.1

Para los ejercicios de esta seccion, supondremos que las letras representan
siempre nimeros positivos.

1.

38

Hallar el resultado que se obtiene al realizar las siguientes operaciones com-
binadas:

(@ 2+3-4-((-3)-2+4-3-5)

(b) 4(3-5)-322% + 7\/25

() 243 -5(4-6-3- \/_)

(d) log232+( ) + V45 - (-3)

3/52

(f) V112-2/63+2

(g) V/45:3/93

(h) S — (logy (277))"
23—10g5(572)

O

. Simplificar las siguientes expresiones:

@) 2%y 275 L (y?)?
$—3y3:r4
(b) S5
(©) Vada i/ ¥ara!
(d) a2b_%c3
b—2ca

(e) VaZa+2va8a® -3Va 343

. Racionalizar los denominadores y simplificar cuando sea posible:

© v
a’bc3

) 5 ==

. Aplicar las propiedades para reescribir cada expresion en términos de un uni-

co logaritmo:



2.3. Numeros reales

(@) 4lnz + § In(z +3)
(b) 5logx +2logy —3logz
(c) log, (a3) +log,4-5logy
(d) 5log,(z +1) +2log, (2*) - log, =
5. AEl objetivo de este ejercicio es evitar cometer los siguientes errores”, que
son tan graves como frecuentes. Hallar ejemplos que prueben que:

n+p
m+q

@ +E#
(b) ;f #p
(© -
@ o+ 1%
€ a”-a"™+a"m

() 2% +an

(@ (z+y)?+a?+y?

(h) /TFG# T+

i) V- rE

() log(z +y) #logzx +logy
(k) log(z +y) #logz-logy

logx x
()] gy * log "

(m) (logz)"™ #nlogx

6. & La dosis para el gato. Natalia llevé a su gato al veterinario porque se
encontraba enfermo. Para su cura, le recet6 un medicamento cuya dosis en
miligramos depende del peso en kilos (x) y de la edad en semanas (y) del
gato. La dosis diaria que debe administrarle del medicamento se calcula como
x2 + 92, siendo letal si se le administra una cantidad mayor. Natalia realizé el
célculo y concluyé que a su gato de 36 semanas y 4 kg de peso, debia darle
una dosis diaria de 1600 miligramos. Por fortuna, una amiga le advirtié que
habia cometido un error en ese célculo, el cual podria haber producido una
muerte por sobredosis. ;Cudl fue el error que cometié Natalia en el calculo?

7. Calcular (-2)* y —2%. Comparar los resultados.

8. Calcular (-2)3 y —23. Comparar los resultados. Establecer la diferencia con
respecto al ejercicio anterior.

*Se enuncian para la suma, pero tampoco son validas para la resta.
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9. Determinar el error en el siguiente razonamiento (indicar cudl/es igualdades
son incorrectas):

5 5 5 5
9 e (o)) e (o) e (vi) et e
10. Determinar cudl de los dos razonamientos es el correcto y justificar:

(-2)% = \/(~2)10 = /1024 = 32;
(-2)% = (-2)° = (-2)(-2)(-2)(-2)(-2) = -32.

2.3.2. Notacion cientifica

La notacion cientifica, también conocida como notacién en formaexpo-
nencial, es una manera “compacta” de escribir nimeros demasiado“grandes o
demasiado pequefios, los cuales son frecuentes en muchos campas de la ¢iencia.
Por ejemplo, tenemos los siguientes valores aproximados:

= Masa de la Luna: 74000000000000000000 toneladass

= Distancia de la Tierra al Sol: 150000000 km.

= Masa de un protén: 0.0000000000000000000000000016726 kg.

En dichos nimeros, muy grandes o muy pequefiosyshay una gran cantidad

de ceros, ya sea a la derecha o a la izquierda. EStos ceros pueden representarse
como potencias enteras de 10, por ejemplo:

1
10° = 100000, 10=% = —'=0.0001.
10%

En forma general, si n es un nimero hatufal entonces

10" = 10---00 , 107" =0.00---001.
——— ————
Un 1y n _ceros n—1 cerosy un 1

> Entonces, multiplicar ufyndmero por 10™ desplaza el separador de decimales
(en este caso el punto) n Jugares hacia la derecha, mientras que multiplicar por
107" lo desplaza n lugares hacia la izquierda:

2.5 x¥1.0™=.25000000, 2.5 x 107 = 0.00025.
— — N——
7 lugares 4 lugares

Lo que hicimos fue precisamente expresar un nimero muy grande y uno muy
pequeio.enmotacion cientifica. Formalmente, se dice que un nimero positivo x
estd escrito en notacion cientifica si estd expresado en la forma

m x 10",

siendo m un entero y m un nimero racional tal que 1 < m < 10. El exponente n
es llamado orden de magnitud.
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Ejemplo 39. Utilizando notacion cientifica.

= Masa de la Luna: 7.4 x 10'° toneladas.
= Distancia de la Tierra al Sol: 1.5 x 108 km.

= Masa de un protén: 1.6726 x 10727 kg. «

@ Las calculadoras también utilizan notacién cientifica para expresar
nimeros muy grandes o muy chicos. La forma de indicarlo depende del mo-
delo de la calculadora, pero las posibles opciones de salida para, por ejemplo,
6.8954 x 10'° son las siguientes:

6.8954%x1013, 6.8954 15/ 6.8954E15.

Reciprocamente, para ingresar en la calculadefa un niimero en notacién cientifi-

ca, se utilizan la tecla |! en las mds modérnas, o la indicada como ||

—

en las mds antiguas, muchas veces ubicadas a la izquierda de la tecla ||

Ejercicios 2.3.2

1-4. Expresar en notacion cientifica las cantidades dadas.
1. 2650000000000000000 meétros.

2. 0.00000000000000000000015 kilogramos.

3. 10204000000000000000000000000 litros.

4. 0.0000000000000000000000102 gramos.

5-9. Escribir cada nimero dado en notacién decimal.
5. 3.5674 x 107

6. 1:23 x'107°

7.6.4x10°

8. 8.2'x 1076

2.3.3. Orden en los numeros reales

En el conjunto R tenemos definida una relacion de orden que denotamos
como antes con el simbolo < (menor). En términos no formales decimos que
a < b(ob > a)sial ubicar ambos puntos en la recta numérica, a queda a la
izquierda de b. Como antes, a < b significa a < b 0 a = b. Esta relacién de orden
satisface las propiedades enunciadas a continuacién:
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» Tricotomia: dados dos nimeros reales a y b, entonces se cumple una y
solo una de las siguientes opciones:

a<b, a=b, b<a.

= Transitiva: sia < by b < ¢, entonces a < c.

>
EJ/ Las operaciones estudiadas previamente producen un efecto en el orden
entre dos nimeros reales: algunas lo mantienen, otras lo invierten. En cualquiera
de estos casos, esto se conoce como monotonia de la operacidn, y enunciamos
el efecto de cada una a continuacion:

= Suma (o resta): si a < b, entonces a + ¢ < b + ¢ para todo nimero real c.

= Producto (o cociente): si a < b, entonces ac < bc cuando ¢ > 0, pero
ac > be cuando ¢ < 0.

= Potencia (o radicacion): si ¢ >0y 0 < z < y entonces z¢ < y9.

= Logaritmo: si 0 < = < y, entonces log, x < log, y cuando a > 1, pero
log, = >log,y cuando 0 < a < 1.

A La monotonia del producto dice que multiplicar ambos lados de una de-
sigualdad por un nimero positivo, no cambia el sentido de la misma. Sin embar-
g0, si multiplicamos por un nimero negativo, la misma se invierte. Algo similar
ocurre con el logaritmo, el cual preserva el orden cuando la base es mayor que
uno, pero lo invierte en caso contrario.

El conjunto de todos los nimeros reales puede representarse graficamente
como una recta numérica, como se indica a continuacion:

|
ot
|
W
|
w
|
[\
|
—
(@)
=
[\
w
S
(S o

Existe una forma simple de expresar el conjunto de los nimeros reales que
satisfacen una desigualdad doble o simple, y es mediante intervalos. Por ejem-
plo, si a 'y b son dos nimeros reales con a < b, el conjunto

J={zeR:a<xz<b}

puede escribirse de manera mds simple mediante el intervalo abierto (a,b),
que representa la parte de la recta comprendida entre a y b, como lo indica el
siguiente grafico:

SIF N

N
7
b
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Si las desigualdades no fueran estrictas, es decir, si se incluyeran los extre-
mos a y b, entonces el conjunto resultante se llama intervalo cerrado [a, b]:

F={zeR:a<x<b}=[a,b],

cuya representacion grafica es

m
i

Si se incluye solamente uno de los dos extremos, el conjunto resultante se llama
intervalo semiabierto y se denota como (a, b] si incluye a b pero no a a, y como
[a,b) en el caso inverso. Ilustramos ambas posibilidades a continuacién:

4 |

N o4

a

C Al

L P4

Finalmente, podemos tener conjuntos de la forma

A={zeR:z<a}, B={zeR:z>a},
C={reR:x<a}, D={zeR:x>a},

en los que solamente hay una desigualdad. El conjunto A se escribe en forma
de intervalo como (-0, a), y B como (a, c0)*. Ambos determinan semirrectas
abiertas en la recta numérica. El simbolo oo se lee infinito y no representa un
nimero. Similarmente, el conjunto C' se escribe como (—o0, a], D como [a, c0),
y determinan semirrectas cerradas. En el siguiente grafico ilustramos los con-
juntos By C":

SV N

A
Q

>
CJ/ Resumiendo, utilizamos corchete para indicar que el extremo del intervalo
estd incluido, y en caso contrario usamos paréntesis. Una forma alternativa de
representar estas situaciones en la recta real es utilizando un circulo “lleno” en

*Aunque, al igual que con los nimeros reales, el signo + colocado delante es redundante, a
veces suele escribirse (a,+o00) para indicar este conjunto. Similarmente, suele escribirse también
[a, +00) para indicar el conjunto [a, c0).
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lugar de corchete, o uno “vacio” en lugar de paréntesis, como puede encontrarse
en otros textos. Puesto que los simbolos co y —oco no representan nimeros reales,
siempre deben ir acompafnados con paréntesis, y nunca con corchete. Asi, otra
forma de denotar al conjunto R de los niimeros reales es mediante el intervalo
(=00, 00).

Ejemplo 40. Representacion grafica de intervalos. En el primer grafico re-
presentaremos los conjuntos

A={zeR:-4<2<0} y B={reR:z>2}.

Il 1 4 L L L . 1 Il iE L L L L

T T \ T T T -ll T IL T T T T

-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
A = (-4,0] B =[2,00)

Por otro lado, los conjuntos
C={xeR:x<-2} y D={zeR:2<x<6}

se representan graficamente como:

“ L L L L AY] l I l i L L L N

T T T T y T T T LN T T T yl

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
C = (~c0,-2) D-(2,6)

Finalmente, representaremos graficamente los conjuntos
E={zeR:-4<z<1} y F={zeR:5<z<5}

l I L L L L L | I | - L N l

T T = T T T T .| T | T pl T

6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
E=[-4,1] F=[%5)

«

> En capitulos posteriores, serd fundamental comprender el resultado de la
unidn y la interseccion de intervalos. Para ejercitar esto, se recomienda en parti-
cular la resolucion del Ejercicio 4 de la lista siguiente.
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Ejercicios 2.3.3
1. Completar con el signo menor (<) o mayor (>) seglin corresponda:

(a) 5 8, entonces 5 — 2 8-2.
() 5 8, entonces 5 - (-2) 8-(-2).
(c) 2 (-3), entonces 2 - 4 (-3)-4.

@ (-4) (-3), entonces (-4) - (-2) (-3)-(-2).
() 5 3, entonces 5% 3%

(f) 4 6, entonces 43 6°.
(g 4 6, entonces logs; 4 log 6.

(h) 4 6, entonces log1 4 log1 6.
3 3

2. Escribir en forma de intervalo los siguientes conjuntos y representarlos en la
recta numérica:
A={reR:-2<x<3}, B={reR:x >4},
C={reR:0<z<4}, D={xeR:z<-2}.

3. Utilizar desigualdades para expresar los siguientes intervalos, y representar-
los en la recta numérica:

(2,5), [2,00), [-2,1), (-00,0), (-6,-3].

4. Hallar y representar graficamente la unién y la interseccion de los siguientes
pares de intervalos:

(a) (_2a3) y [Oa 5]
(b) [3,8)y [8,11].
(C) (_3’2] y [2’6)

2.3.4. Valor absoluto

El valor absoluto de un niimero real z se indica con |z| y se define como

2] = x, sixz>0;
") -z, siz<O.

Es decir, si un nimero x es positivo o cero, su valor absoluto es igual a él, pero
si el nlimero x es negativo, entonces su valor absoluto es el opuesto de x, el cual
ahora es positivo. Por lo tanto el valor absoluto de un nimero es siempre positivo
0 cero, pero nunca negativo. Por ejemplo, |3| = 3 mientras que | — 5| = 5.
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Haremos ahora una interpretacion geométrica del valor absoluto. Para ello,
observemos que |3| = |- 3| = 3. Si ubicamos el 3 y el —3 en la recta numérica, ob-
servamos que ambos se encuentran a 3 unidades de distancia del cero, el primero
hacia la derecha y el segundo hacia la izquierda.

N ] ]
T hd T T

—w o

|
w
- -

3 unidades 3 unidades

Geométricamente, |x| representa la distancia del nimero « al cero.

Consideremos ahora dos nimeros reales = e y. Nos preguntamos si la canti-
dad |z - y| nos da alguna informacién sobre dichos niimeros. Analicemos para
ello los siguientes casos:

msiz=5,y=2]x-yl=5-2/=3;

“siz=2.y=5lr-y|=[2-5|=]-3|=3

= siw=5.y=-2fo-y|= - (-2 =5+2 =T

s siz=-5y=-2 |-y =|-5-(-2)|=[-5+2=|-3=3;

msiz=-5,y=2,lx-y|=|-5-2|=|-7]="T.

Si graficamos en la recta numérica los casos anteriores, podemos comprobar lo
siguiente:

Geométricamente, |z — y| representa la distancia entre
los nimeros x e y.

> Observar que |z +y| = |z — (—y)|, lo que junto a lo anterior implica que |z +y|
representa la distancia entre x y —y (el opuesto de y).

g Es aqui donde debemos detenernos para advertir sobre un error-muy fre-
cuente al momento de resolver ejercicios que involucran valor absoluto. En-el
siguiente ejemplo, incluiremos la forma correcta de resolvetlos, asi como dicho
error habitual.

Ejemplo 41. Comprendiendo laiefini¢ion de valor absoluto. Utilizar la de-
finicién para expresar [2x.—5|.

Solucion: Aplicando directamente la misma, tenemos que

22— 5] = 2¢ -5, si2x-52>0;
"] 2z+5, si2z-5<0.
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y cuando x = 3 tenemos

5[7T-3z|+2=5[7T-3-3|+2=5|7-9/+2=5-|-2|+2=5-2+2=12. K
A continuacién enumeramos algunas de las propiedades del valor absoluto.

% Propiedades del valor absoluto. Si x e y son nimeros reales cualesquiera,
entonces vale lo siguiente:

(@) |z >0;

(b) |z| =0siysolosiz=0;

(© |-z =lz[:

(d [zy| = |2[y];

(e) |z +y| < |z| +|y| (desigualdad triangular);

(f) Sia >0 setiene que |z| < a siy solosi=a < x < a (andlogamente con <);

(g) Sia > 0 se tiene que |x| > a si y solo si z >.a 0 2 < —a (andlogamente
con >).

s (Qué nos dicen todos los simbolos anteriores? Poder interpretar el lenguaje
matematico es fundamental para comprender los conceptos y resultados. La pro-
piedad (a) establece que el valor absoluto es siempre positivo o cero, pero nunca
negativo, mientras que (b) afirma que el tinico nimero que dista cero unidades
del cero, es el mismo cero.

En (c) se establece que cada nimero dista del cero lo mismo que su opuesto,
lo cual es logico ya que éstos se encuentran hacia lados opuestos en la recta
numérica, pero a la misma distancia de él.

La propiedad (d) dice que el valor absoluto se distribuye con respecto al
producto (y en consecuencia con respecto al cociente). Sin embargo, esto nunca
debe hacerse cuando tenemos una suma o resta de dos ndmeros, es decir, es facil
encontrar valores para x e y tales que

[ =yl # |=] =y,

|z +y| # || + [yl

Para los casos anteriores, lo que vale es la desigualdad triangular (e), que junto
con (¢) implican que

-yl <zl +[yl, O

pues |z —y| = |z + (=) <[z +| -yl = |=[ + |y].

Finalmente, las propiedades (f) y (g) nos indican, respectivamente, cuéles
son los numeros que se encuentran “cerca” del cero (en el sentido que estdn a
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una distancia menor o igual que a), y cudles se encuentran “lejos” de él (por en-
contrarse a una distancia mayor o igual que a). Graficamente, si'a €s un nimero
positivo, entonces |z| < a indica todos aquellos valores que se encuentren a una
distancia menor o igual que a del cero, ya sea hacia la derecha o hacia la iz-
quierda. Esto se representa como el intervalo [—a, a], ilustrado en la Figura 2.1.
Andlogamente, |z| < a siy solo si —a < x < a, lo cual termina de ilustrar la
propiedad (f).

C I u |
L ! 4
-a 0 a

Figura2.1: |z| <asiysolosi-a <z < a.

En cambio, |z| > a indica todos aquellos valores que se encuentren a una dis-
tancia del cero mayor o igual que a, ya sea hacia la derecha o hacia la izquierda.
Esto se representa como la unién de los dos intervalos (-o0,a] y [a,o0) que
se ilustran en la Figura 2.2. De la misma forma, si la desigualdad es estricta te-
nemos que |z| > a si y solosi z > @ 0z < —a, lo cual termina de ilustrar la
propiedad (g).

| !
. T

Figura2.2: |z| > asiysolosiz >a oz < —a.

Sm

Notar que si en (f) tomamos a negativo y buscamos los valores de z tales que
|z| < a, 1a respuesta seria el conjunto vacio, ya que el valor absoluto nunca puede
ser negativo. De la misma forma, si a es negativo en (g), entonces la solucion a
|| > @ son todos los nimeros reales, ya que el valor absoluto es siempre positivo
0 Cero.

En el Capitulo 4 retomaremos el concepto de valor absoluto resolviendo
ecuaciones e inecuaciones que lo involucren. Alli, comprender_su definiciony
propiedades serd una herramienta imprescindible.

Ejemplo 43. Aplicando las propiedades. del.yalor absoluto. Reescribir las
siguientes desigualdades utilizando-las ‘propiedades (f) y (g) para eliminar el
valor absoluto segun corresponda:

() |z| <3
(i) |2 - B> 4

(iii) 5y > 10
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Solucion: Utilizamos la propiedad (f) para reescribir (i) como -3 < z </3. Para
las dos restantes usaremos la propiedad (g): la desigualdad en (ii) es equiyalen>
te a las desigualdades

mientras que lo dado en (iii) equivale a

5y>10 o by < -10. «

Ejemplo 44. Sean a, b y ¢ nimeros reales talés qué |a —b| =3y |[b-¢| = 2. Si
ademas satisfacen que a < b < ¢, encontrar la distancid entre a y c.

Solucion: Para resolverlo, resultara ttil ubicarlos en la recta numérica. Podemos
comenzar ubicando a en cualquier parte,”y combinar las hipdtesis a < b con
|a — b| = 3 para concluir que b debe.estar ax3/inidades hacia la derecha de a. De
la misma forma, de b < ¢y |b €| =2«se deduce que ¢ debe estar a 2 unidades
hacia la derecha de b, obteniendo asi,el siguiente grafico:

® I I ® i ®
a b c

Entonces, podemos.concluir que la distancia entre a y ¢ es 5. En este caso se
cumple que |a £ ¢| =Ya —b] + |b - ¢| = 3 + 2, pero esto sucedi6 gracias a la
hipétesis adicional a </b < c. Sin esto, lo inico que podemos saber gracias a la
desigualdad triangular (e) es que

la-¢l=la-b+b—c|=|(a-b)+(b—c)|<|a—0bl+|b—d]

Es=decir, podriamos asegurar que |a — ¢| < 5, pero no podriamos dar su valor
exacto (por ejemplo, si el orden fuera a < ¢ < b, entonces haciendo un grafico
similar al anterior se obtiene que |a — c| = 1). «

A Como se menciond anteriormente, la comprension del valor absoluto serd
fundamental al momento de resolver ecuaciones. Por eso, la observacion si-
guiente evitard cometer un error frecuente:

V32 =1/9=3,

pero también
V(-3)2=V9=3.

Lo mismo ocurre con cualquier otro exponente par:
V(=2)*= V16 =2.
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El error frecuente consiste en “cancelar” el indice con el exponente para obtener

{/(—2)4 =2 X

Si el exponente es impar entonces no tenemos este problema de signos:

\J
CJ/ De lo anterior concluimos que si « € R y n es un niimero natural, entonces:

/zn = { ], sl e pa (2.3.3)
x, S1 v €S 1mpar.

Ejercicios 2.3.4
1. Hallar:
(a) 3|~ 5|
(b) |-1-6]
(© -|-9]+1
(d) [2+3(-2)]
(e -|(-2)7
® (-l(-2))*

2. Utilizar la definicion de valor absoluto para reescribir las siguientes expresio-
nes:

(@) |z -2

(b) 23— 2| +5
(0 [2y-3[-1
d) -4z +1]
(e |-x-1+2

3. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

A={zeR:|z|<3}, B={zeZ:|x|<3}, C={zeN:|z|<3}.
4. Representar graficamente los siguientes conjuntos:

A={zeR:|z|>2}, B={zeR:|z|<4}, C={xeZ:|z|>1}.
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5.

10.

11.

12.

52

Reescribir los siguientes conjuntos como intervalos o como unién de dos
intervalos, segtn corresponda:

A={zeR:[z|]<1}, B={zeR:|z[>1i},
C={zeR:|z|>2}, D={xeR:|z|<3}.

. Utilizar las propiedades del valor absoluto para reescribir las siguientes de-

sigualdades:

(@ |[z-2|<4
(b) |32 +1]>2
(c) [3y|<6

@ [-y+1][>2
(e) [t+5]<2

. (Qué valores de x en R satisfacen |z| < —=3? ;Cuéles cumplen |z| > -3?
. Demostrar que |« — y| # |z| - |y| y que |z + y| # |=| + |y].

. Utilizando las propiedades del valor absoluto para x € R, seleccionar la op-

cién correcta en cada caso:

@ |-z+1|=|x-1 |-z+1|=]-2-1] |-z +1|=|z+1]
(b) |z +3|=]|z|+3 |z +3|<|z|+3 lz+3|<x+3

(¢) 12z-3|<|22|-3 20 -3| <2z +3 |22 - 3| < |22]+3
(d) |3z -6| =3z -6 |3z - 6] = 3|z — 2] |3z - 6] =-3| -z +2

Marcar en cada caso la opcién correcta:
(a) Ladistancia entre 2y —4 es
2 -4 [2+4] 2[—|-4|
(b) La distancia entre -3y —6 es
|- 3[+-6] |-3-6] |-3+6|

A Jenaro, Zoe y Mateo viven a lo largo de una calle recta. Si sabemos que
Jenaro vive a 5 cuadras de Zoe y a 2 cuadras de Mateo, jcudl es la mdxima
distancia a la que pueden encontrarse entre si las casas de Zoe y Mateo?
Justificarlo usando las propiedades del valor absoluto, y realizar un grafico
que ilustre la situacion.
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13. A Buscar valores adecuados que prueben que las siguientes afirmaciones
son incorrectas:

(a) Siz <y, entonces |z| < |y]. X
(b) Si |x| < |yl, entonces z < y. X

(c) Si|z|<|y|, entonces |z + 2| < |y + z|. X
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Capitulo 3

Polinomios y expresiones
racionales

3.1. Polinomios

Los polinomios son objetos muy frecuentes en todas las ciencias que utili-
zan a la matemadtica como herramienta. Las ecuaciones y funciones que involu-
cran polinomios tienen aplicaciones en una gran variedad de problemas, desde
la matemadtica elemental hasta la fisica, quimica, economia, arquitectura y areas
relacionadas con la biologia y la salud.

Trabajaremos aqui con polinomios de una sola variable, es decir, un valor
que puede ir cambiando (a diferencia de las constantes, que denotan un valor
fijo). Simbolizaremos aqui con x a la variable, pero, por supuesto, puede elegirse
cualquier otro nombre. Esta variable puede tener exponente pero este deberd
ser un nimero natural o cero, y podra también estar multiplicada por cualquier
constante real (nimero fijo llamado coeficiente). Un polinomio de una variable
es una suma finita de este tipo de expresiones. Mds precisamente, un polinomio
en x con coeficientes reales es cualquier expresion de la forma

Qo+ a1 + axx’ + - + apz™,
siendo los ndmeros reales ag, a1, .. ., a, los coeficientes del polinomio.

El subindice en estos coeficientes es una notacién que nos indica a qué po-
tencia de = acompaiia cada uno: ag multiplica a 2%, ag a 2°, a7 a 27, y asf su-
cesivamente. Por eso, a; se denomina coeficiente de grado k. El coeficiente de
grado 0, ag, también recibe el nombre de término independiente o constante,

ya que 2° = 1y, por lo tanto, la variable “desaparece” en dicho término.

Cada término a,z* que compone al polinomio se llama monomio. Por lo
tanto un polinomio es simplemente una suma de monomios.
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Los siguientes son ejemplos de polinomios:
3x4—2m+%, 7rx7+5x2, 3, 8x +1, 2 —\/3z. 4

En cambio, estas expresiones no son polinomios:

_ 1 1
z 2+ 3z, o r2 -5, e -z K
4 +3x+1

Notar que cada nimero real puede ser visto como un polinomio, y es llamado
polinomio constante. El caso especial del cero recibe el nombre de polinomio
nulo.

Para ponerle nombre a un polinomio escribimos, por ejemplo,

p(z) =zt - 227 + 1, q(z) =z -3 +2? r(x)z?md—x2+%x+5.
Es decir, los nombramos con alguna letra e indicamos entre paréntesis cOmo
hemos llamado a la variable, la cual, como ya mencionamos, no necesariamente
debe llamarse x:

s(t)=t* -3t +1,

es un polinomio con ¢ como variable.

El grado de un polinomio no nulo p, denotado como gr(p), se define como
el exponente mds grande al que aparece elevada la variable, siendo su coeficiente
no nulo. Por ejemplo, para los polinomios dados arriba tenemos que

gr(p) =4,  gr(q)=2, gr(r)=3,  gr(s)=2.

En particular, los polinomios constantes pero no nulos tienen grado cero, mien-
tras que el polinomio nulo no posee grado. <»

Cuando se define el grado de un polinomio se aclara “siendo su coeficiente
no nulo”. Esto se debe a que, por ejemplo, podemos escribir

p(x)=a"-22%+1=02"+ 2 — 22 +1=02"® + 2? - 222 + 1,

y de esta manera no podriamos determinar el grado. Pero, como se indica, para
ello se tienen en cuenta solamente los términos cuyos coeficientes sean distintos
de cero.

Si un polinomio tiene grado n, entonces a,, se denomina coeficiente princi-
pal del polinomio. Asi, por ejemplo, en los polinomios anteriores el coeficiente
principal de p es 1, al igual que el de g y s, mientras que el de r es 2.

Cuando un polinomio tiene coeficiente principal igual a 1, es llamado poli-
nomio ménico. En los ejemplos anteriores, p, ¢ y s son polinomios ménicos.
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Un polinomio completo es aquel que tiene escritos todos los términos, desde
el independiente hasta el término de mayor grado, incluidos todos los monomios
con coeficientes nulos. Un polinomio estd ordenado si los monomios que lo for-
man estan escritos de mayor a menor grado” (es decir, los exponentes aparecen
en forma decreciente).

Siguiendo con los mismos ejemplos anteriores, tenemos

p(z) =2* = 22° +1 ~> Ordenado pero no completo.

q(z) =z -3 +2* ~> Completo pero no ordenado.

24 ix +5 ~> Completo y ordenado.

r(z)=22% -

Los términos con coeficientes nulos (llamados términos nulos) suelen no es-

cribirse, pero siempre podemos completar un polinomio agregando ceros como
coeficientes de los términos de menor orden faltantes:

p(z) =2*-22% +1=2*+02° - 222 + 0z + 1 ~> Completo y ordenado. ¢~

Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y, ademads, los coefi-
cientes de cada término de igual grado son iguales. Entonces, los polinomios

q(zr) =2 -3+2° y jz)=a*+x-3
son iguales.

Los polinomios también se clasifican segtin la cantidad de términos no nulos
que poseen, teniendo algunos de ellos su propio nombre:

= Monomio: un término.

= Binomio: dos términos.

= Trinomio: tres términos.

. cuatro términos.

Siguiendo con los ejemplos dados en la pagina 55, p, ¢ y s son trinomios
mientras que 7 es un cuatrinomio. El polinomio 2 — 1 es un binomio, mientras
que —2z2 es un monomio, al igual que los polinomios constantes.

Dado un ndmero real ¢, el valor numérico (o especializacion) de un poli-
nomio en c es lo que resulta de sustituir el simbolo de la variable por el nimero
¢, y efectuar luego las operaciones indicadas en la expresion del polinomio. Mds
precisamente, dado un polinomio p(z) = a,x™ + -+ + asx?® + a1z + ag y un

ndmero real c, el valor numérico de p en ¢ se denota y define por

p(€) = anc™ + -+ agc® + ayc + ag.

*Esto es solamente una convencidn, ya que también se podrian ordenar de menor a mayor grado.
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Ejemplo 45. Valor numérico de un polinomio. Si p(z) = 2*-222+1, entonces
el valor numérico de p en 0 es

p(0)=0"-2-02+1=1.
De igual forma, obtenemos el valor numérico de p en 3 haciendo

p(3)=3'-2.3+1=81-18+1=64. «

\J
C/J Decimos que un nimero real ¢ es raiz de un polinomio p si p(c¢) = 0, es
decir, si el valor numérico de p en c es cero. Una raiz es conocida también como
cero del polinomio.

Ejemplo 46. Raiz de un polinomio. Para el polinomio p del ejemplo anterior,
podemos asegurar que 0 y 3 no son raices de él, pues obtuvimos p(0) =1 #0, y
p(3) = 64 # 0. Sin embargo, vemos que

p(1)=1*-2-12+1=1-2+1=0,

por lo que 1 s7 es una raiz de p. «

4 El concepto de raiz de un polinomio serd fundamental para comprender
cémo factorizarlo, lo cual es la clave para simplificar expresiones algebraicas o
resolver ecuaciones polindmicas, como se verd mas adelante.

Ejercicios 3.1

1. Determinar cudles de las siguientes expresiones son polinomios y cuales no.
En caso de serlo, indicar su grado y su coeficiente principal:

@ mz®-z2+1
() 22% —x72+52-2
(€) 2-22+ /225 — 28
@ z-/T+5
2. Reescribir los siguientes polinomios en forma completa y ordenada:
(@) p(x) =4-32° +ex?
) g(z) =2t -3 +322 + 2
(¢) 7(z) =x+7-32>
3. Clasificar los siguientes polinomios segin su cantidad de términos:

(a z+1
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(b) 2°-3x+2
3.6

(©) 5T

@ 22-325+2-1

€ V5
4. Hallar el valor numérico de los polinomios del ejercicio anterior en —2 y en 1.

5. Determinar si el/los valor/es indicado/s en cada caso corresponden o no a una
raiz del polinomio:

(@) p(z) =23 -322 - 182 +40; c=2,c=0,c=—4.
(b) q(z)=-22%+1022 -22+10; ¢c¢=0,c=-1,¢c=5.

(¢) 7(z) =22 +1; c cualquier nimero real.

3.2. Operaciones entre polinomios

En esta seccién nos ocuparemos de definir las operaciones suma, resta, pro-
ducto y divisién entre polinomios.

3.2.1. Suma y resta de polinomios

Antes de sumar polinomios, comencemos sumando monomios. Si sumamos
dos monomios de igual grado”, el resultado es otro monomio del mismo grado
cuyo coeficiente es la suma de los coeficientes de los monomios:

az™ +bx™ = (a +b)a",

o bien el polinomio nulo (cuando a = —b). Del mismo modo se procede con la
resta de dos monomios de igual grado, pues az™—bz™ = ax™+(-b)x". Entonces

az”™ —bz" = (a-b)x".

Ejemplo 47. Sumando y restando monomios.

32° + 5z? = 822, 22 — 625 = —42°, z+V2x=(1+V2)z. «

Puesto que un polinomio estd formado por varios monomios, para sumar (o
restar) dos polinomios vamos a sumar (o restar) los monomios de igual grado
de cada uno de ellos (completando con cero cuando corresponda). Mas precisa-
mente, tenemos la siguiente definicién:

*Los monomios de igual grado se llaman también monomios semejantes.
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>
CJ/ La suma de polinomios es una operacién en la que, partiendo de dos
polinomios p y g, obtenemos un tercer polinomio, denotado p+gq, que tiene como
coeficiente de cada monomio a la suma de los coeficientes de los monomios de
igual gradode py q.

Ejemplo 48. Sumando dos polinomios. Considerar p(x) = 42° - 3z + 2% y
q(z) = 22 + 2 + 42 + 1. Entonces

(p+q)(x) = (42° + 0x* + 023 + 2% = 32+ 0) + (02° + 0z - 223 + 422 + 2 + 1)

=42% + 02* - 223 + 5% — 22 + 1.

Luego (p +q)(z) = 42° - 22% + 522 - 2z + 1. &

>

CJ/ La resta p — ¢ se define como el polinomio p + (—¢), siendo —q el polino-
mio opuesto de g, es decir, el polinomio cuyos coeficientes son los opuestos de
los coeficientes de q. Esto implica que para restar dos polinomios, se restan los
coeficientes de los monomios del mismo gradode py q.

Ejemplo 49. Restando polinomios. Consideremos, como en el ejemplo ante-
rior, p(x) = 42° - 3z + 2% y q(x) = =223 + = + 42 + 1. Entonces

(p-q)(x) = (42° + 02* + 023 + 2% = 32+ 0) — (02° + 02 - 223 + 422 + 2 + 1)

=42® + 02t + 223 - 32 — 4z - 1.

Por lo tanto (p - ¢)(z) = 42° + 22 - 32 — 4z - 1. «

El paso de ordenar y completar ambos polinomios antes de sumarlos no es
obligatorio, sirve simplemente para organizar los monomios y no olvidarnos de
ninguno. Este procedimiento también puede hacerse de manera similar pero en-
columnando los coeficientes de igual grado:

.735 1‘4 .2?3 .1‘2 T .’L‘O 1‘5 $4 l‘3 .1‘2 xr Z‘O
40 0 1 -3 0 40 0 1 -3 0
0 0 -2 4 1 1 0 0 2 -4 -1 -1
40 2 5 -2 1 40 2 -3 -4 -1
1 1
p+q p—q

Por lo tanto, se concluye que (p + ¢)(z) = 42° — 223 + 522 — 2z + 1, y que
(p—q)(z) = 42® + 22% - 322 — 42 - 1, como obtuvimos anteriormente.

7> Lo que est4 escrito sobre la linea de puntos suele no ponerse, pero ayuda a
recordar en qué forma se ordenaron los exponentes, si creciente o decreciente-
mente. Si dicho orden esta claro, ese renglén puede obviarse.
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De cualquiera de las dos formas anteriores pueden también sumarse (o res-
tarse) mds de dos polinomios, como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 50. Sumando mas de dos polinomios. Calcular (p—q+7)(z), siendo

p(x) = 2zt —2% -3z, q(x) = =322 +2x-52° +1, r(z) = T-z*+3z°-x.

Solucion: Lo haremos mediante el método de encolumnar los respectivos coefi-
cientes, cambiando de signo los de ¢ pues estd restando. Esta vez no vamos a
escribir las potencias de x, ya que a lo largo de este libro lo haremos siempre en
forma decreciente.

2 0 -1 -3 0
0 5 3 -2 -1
-1 0 3 -1 7
1 5 5 -6 6
Por lo tanto (p — ¢ +7)(z) = * + 523 + 52 — 62 + 6. K

De las propiedades de la suma de nimeros reales se deduce que la suma de
polinomios es conmutativa (p+q = ¢+p) y asociativa ((p+q)+7 = p+(qg+7)),
que el polinomio nulo es neutro (p + 0 = p), y que la suma de un polinomio con
su opuesto da como resultado el polinomio nulo (p + (—p) = 0).

% Puesto que la resta de dos polinomios p — ¢ se define como la suma del
primero mas el opuesto del segundo, tenemos que: el orden importa, por lo tanto
la resta no es conmutativa (ver Ejercicio le).

Ejemplo 51. Modelando con polinomios. Una empresa fabrica y vende un
producto. La ganancia se determina restando de los ingresos obtenidos el costo
de los gastos de produccién. Para este producto, dichas cantidades vienen dadas,
en pesos, por:

I(z)=a®-32> +122;  C(x)=a" - 62% + 15z,
siendo x la cantidad de unidades del producto. Se pide:

(a) Hallar el polinomio que representa la ganancia de la empresa al vender x
unidades del producto.
(b) La ganancia obtenida al vender 100 unidades del producto.

Solucion: La ganancia de la empresa al vender = unidades es
G(z) =1I(z) - O(z) = 2 - 32 + 12z — (2® - 62° + 152) = 3% - 3z.

Luego, la ganancia al vender 100 unidades es de G(100) = 29700 pesos. &
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Ejercicios 3.2.1

1. Sean p(x) = 22* - 322 =523 +2°, q(2) =2 -3z + 23 - 22t r(z) =22y
s(x) = 2% + 22, Realizar las siguientes operaciones y expresar el resultado
como un polinomio ordenado:

(@ p-r-s
(b) p+p
() s—-r+q
@ g+p+s
() p—qy q—p. Comparar los resultados.
2. Determinar gr(p + s), gr(q + s), gr(r + s), siendo p, ¢, 7 y s como en el

ejercicio anterior. Concluir si existe o no una regla sobre el grado de la suma
de polinomios.

3. 8% Se recorta un rectdngulo de cartulina cuya base es = cm y su altura 22
cm. Hallar el polinomio que representa el perimetro del rectdngulo, y el valor
del mismo cuando z = 2.

3.2.2. Producto de polinomios

Al igual que con la suma, comencemos viendo cdmo se realiza el producto
de monomios, €l cual se define como:

(az™)(bz™) = (a-b)z"™™.

Es decir, el resultado es otro monomio cuyo grado es la suma de los grados de
los dos monomios, y cuyo coeficiente es el producto de los coeficientes de los
monomios.

Ejemplo 52. Multiplicando monomios.

(32") - (-22%) = ~62°, (%x3)(2x)=a:4, (-4)(~27) =427, «

>
CJ/ De lo anterior y de la propiedad distributiva del producto con respecto a
la suma (y a la resta) en los reales, se concluye que para efectuar el producto
p - q de dos polinomios p y ¢, se multiplica cada monomio del primer polinomio
por todos los monomios que forman el segundo polinomio, y se suman todos los
monomios obtenidos (sumar significa respetar los signos obtenidos al hacer el
producto). Para simplificar el resultado se suman los monomios de igual grado,
si los hubiera.
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Ejemplo 53. Multiplicando dos polinomios. Hallar el producto entre los poli-
nomios p(z) = 222 -4z y q(x) = 3 + 5z.

Solucion:

(222 - 42)(3 + 5z) = (222) (3) + (22?) (5z) + (—4z)(3) + (-4z)(5z)
S~ (6x2+)10x3—(12a:)— 2022
= 1022 - 1422 - 122. «

% De la definiciéon y de las propiedades de la suma y el producto se deducen
los siguientes hechos:

= El producto de polinomios satisface las propiedades conmutativa (es de-
cir,p-q=q-p)yasociativa (p- (¢-v) = (p-q) - ).

= El polinomio de grado cero p(x) = 1 es el neutro multiplicativo: ¢-p = q.
= El polinomio nulo es el absorbente multiplicativo: ¢ - 0 = 0.
= Vale la propiedad distributiva respecto de la suma y la resta:

p-(qg£r)=p-qxp-r.

= Los tnicos polinomios cuyo inverso multiplicativo es otro polinomio son
los polinomios constantes no nulos.

= El grado del producto es la suma de los grados de los factores™:

gr(p-q) = gr(p) +gr(q).

La propiedad asociativa es fundamental ya que cuando tenemos un producto
de mds de dos polinomios, la forma de realizarlo es asociando de a pares, como
se ilustra en el siguiente ejemplo:

Ejemplo 54. Multiplicando mas de dos polinomios.

(z+3)2z3+2-2)(1-2%) = ((x +3)(22% +2- x))(l - x?)

_ ((@>)<1—w2>

*Se diferencia de la suma y resta, donde no existe una regla para el grado del polinomio resul-
tante, como se vio en el Ejercicio 2 de la seccién anterior.
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= (21‘4+2m—x2+6x3+6—3x) (1-2?)
= (2x4+6$3—$2—x+6) (1-22)
=224 - 228 + 623 - 62° — 2% + 2t —x + 2 + 6 — 622
=-22% - 62° + 32* + 723 - T2? -z + 6,
donde en el antepentltimo paso no se dibujaron las “flechas”, simplemente se
expreso el resultado de multiplicar cada monomio del primer polinomio por cada

uno de los del segundo. Finalmente, se sumaron los monomios de igual grado y
se ordenaron. «

Si bien cualquier producto de polinomios se puede efectuar como se indicéd
arriba, hay algunos casos particulares que, si los sabemos manejar, podrdn aho-
rrarnos un poco de tiempo al momento de hacer los cédlculos. Sin embargo, si
al intentar usar alguno de estos casos particulares no se recuerda la férmula,
siempre se puede recurrir a hacer el producto en la forma tradicional.

Los casos especiales que veremos son tres: cuadrado de un binomio, cubo
de un binomio, y un producto de binomios cuyo resultado es una diferencia de
cuadrados.

4
Cuadrado de un binomio.

Como su nombre lo indica, analizaremos el resultado de elevar al cuadrado
un binomio, lo que significa multiplicar el binomio por si mismo. Lo haremos
primero para una expresion de la forma a + b:

(a +b)? :(@b):a2+a-b+b-a+62: a®+2ab+b%. (3.2.1)

En palabras, si elevamos al cuadrado la suma de dos términos, se obtiene la
suma entre el cuadrado del primero, el cuadrado del segundo y el doble producto
de ellos. Andlogamente™,

(a-b)? =(a-b)(a-b)=a’-a-b-b-a+b*= a®-2ab+b>. (32.2)

Notar que el signo menos solamente afecta, en el resultado final, al término que
tiene el doble producto de los términos, ya que (—b)(-b) = b%.

Apliquemos las féormulas (3.2.1) y (3.2.2) para comprenderlas mejor.

Ejemplo 55. Cuadrado de un binomio.
s (z+5)° =22 +2-2-5+5% =27+ 10z + 25.
s (2-3)2=2-2-2-3+3" =2 -62+9.
o (20% - 42)? = (22%)7 - 2. (22%) - (42) + (42)° = 42® — 162* + 162°. &

*“Este resultado puede obtenerse también a partir de la suma, ya que a — b = a + (=b).
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El trinomio que se obtiene al elevar un binomio al cuadrado es llamado
trinomio cuadrado perfecto. Polinomios de esta forma seran estudiados con
mas detalle en el Capitulo 4.

\J
CJ/ Cubo de un binomio.

Ahora consideraremos el resultado de hacer (a+b)?. Aplicando la definicién
de potencia y (3.2.1), obtenemos

(a+b)>=(a+b)(a+b)*=(a+b) (a2 +2ab+b2).
Resolviendo este producto se llega al siguiente resultado:
(a+b)3 = a® + 3ba® + 3ab® + b>. (3.2.3)
Similarmente se obtiene:
(a-b)3 = a® - 3ba® + 3ab® - b. (3.2.4)

Notar que en este caso el signo menos afecta a los términos en los que b posee
exponentes impares.

Ejemplo 56. Cubo de un binomio. Aplicar las férmulas (3.2.3) o (3.2.4) para
obtener el cubo de los siguientes binomios:

(z+2)%  (2-3)%,  (32%+x)".
Solucion:
w(z+2)3=2%+3-2-22+3-2-22+2% =23 + 622 + 122 + 8.
w(z-3)2=2%-3-3-22+3-2-32-3%=2%-92%2 + 272 - 27.
s (322 +2)" = (322)" + 32 (322)” + 3 (322) % + 2
= 2725 + 2725 + 924 + 23 «

El polinomio que se obtiene al elevar un binomio al cubo se llama cuatrino-
mio cubo perfecto.

>
CJ/ Diferencia de cuadrados.
Consideremos un producto de dos factores con el siguiente aspecto:

(a+b)(a-b)=a®-ab+bd-b*=a®-b>.
Luego,
(a+b)(a-b)=a®-b% (3.2.5)

Se llama diferencia de cuadrados al resultado obtenido, ya que es la di-
ferencia de dos cuadrados. Notar que el cuadrado que aparece restando es el
correspondiente al valor que cambia de signo entre los dos factores.
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Ejemplo 57. Utilizar la férmula (3.2.5) para efectuar los siguientes productos:
s(z+3)(z-3)=2%-3%=22-0.
w (22 +5)(2z - 5) = (22)? - 5% = 422 - 25.
(22 - VD) (22 +V2) = (22) - (VB) = 2t - 2.
w (23 +42) (23 - 42) = (x3)2 — (4z)* = 25 - 1622. «

A Manejar los tres casos anteriores serd una herramienta fundamental para
realizar el proceso inverso en la Seccidn 3.3, en donde el objetivo serd descom-
poner un polinomio como producto de otros.

Ejercicios 3.2.2
1. Verificar que vale la propiedad distributiva respecto de la suma
p-(qg+r)=p-q+p-m
con los polinomios p(z) = 2%+ 1, ¢(z) =2 -2,y r(z) = 2z - 1.
2. Determinar el grado del producto de (z* — /223 + 32° + 1) por (7z® - ).
3. Determinar el grado del producto de un polinomio de grado 15 por %x

4. Realizar los siguientes productos:
(a) (22%)(-32?) (%ac)
(b) (-3z*+22-3)(x-32%+1)
(© (2°-2)(-2+2+2?)
d) (z+2)(~23+4)(-2-3)
(e) (—31‘ + %xg’) (—2x2 + 4)
5. Realizar los siguientes productos utilizando las férmulas obtenidas para los
casos especiales presentados en esta seccidn:

(@) (z+7)?

(b) (2z-3)*

(¢) (2®+1)2

@) (z-4)°

© (tz+3)°

(f) (22_1)3

(® (+7)(t-17)

(h) (4z -c)(4z +¢)

i (Vz-V3)(Vz+V3)
(0 (@ +m)(a® - )

&) (z+2)(xz+3)(z-2)(z+3)
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3.2.3. Division de polinomios

Como en las operaciones anteriores, comencemos dividiendo dos monomios,
lo cual se define como:

(az™): (ba™) = (a:b)z"™™,

para b distinto de cero. Para que el resultado sea un monomio, el exponente
debe ser natural o cero, lo que se garantiza cuando n > m. Es decir, si n > m,
el resultado es otro monomio cuyo grado es la resta de los grados de los dos
monomios, y cuyo coeficiente es el cociente (division) de los coeficientes de los
monomios.

Ejemplo 58. Dividiendo monomios.

328 3 S\ o5 3 ~6z* 3
“og5 = 3% (62°) : (32”) =227, bt «

Nuevamente la division de monomios serd la clave para dividir polinomios.
Aunque la divisién de polinomios suele asustar a los estudiantes, es, en realidad,
mds sencilla de lo que parece. Para hacerla hay que seguir un algoritmo, es decir,
una serie de instrucciones que se repite. Vamos a describir a continuacién este
algoritmo y luego lo aplicaremos en algunos ejemplos.

> Algoritmo de la division.

= Paso 1. Escribir ambos polinomios ordenados (de mayor agnenor expo-
nente), y el dividendo completo.

= Paso 2. Dividir el monomio de mayor grado del dividendo por el de mayor
grado del divisor.

= Paso 3. Multiplicar el monomio obtenido por fodoel polinomio divisor, y
restarle este resultado al dividendo.

= Paso 4. Comparar el grado del polinomio obtenido con el del divisor:
* Siel grado del polinontio obtenido es mayor o igual que el grado del
divisor, volver al paso 2y repetir el proceso tomando como dividen-
do a este nuevo polinomio.

* Si el polinomiojobtenido tiene grado menor que el grado del divisor
o es el'pelinomio nulo, la divisién termina.

> Tlustrames este proceso y recordamos la terminologia en el siguiente ejem-
plo.. Hatemos la divisién

(42" =322 —42® - 1) : (22% -z + 1),
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-5 +12z* -18z3 4022 40z +12 |22% —42? +2
—2®  +22%  +02° -2 +0x 40 —%xQ +5x o+l
10zt -182%  +2? 40z +12
102  -2023 +0x2 +10z +0
e 23 422 -10z +12
203 -4z +0x  +2
yd 522 —10@ +10

Por lo tanto

522 — 10z + 10
2—4x2 + 223

5 4 3
—x° + 122 - 18x2+12 1 2
59— 422 7243 =—sr"+br+1+

En otras palabras, el'coeiente es —%xQ +5x + 1y el resto es 522 — 10x + 10. En
el Ejercicio 3 se'pide la verificacion de este resultado. «

% De la.definicién de division de monomios y del algoritmo de la divisién
tenemos que el grado del cociente es igual al grado de dividendo menos el

grado del divisor: gr(p : q) = gr(p) — gr(q).

P La regla de Ruffini.

Existe una forma practica para hacer el cociente cuando el divisor es un
binomio de la forma x — 7 con r un nimero real (positivo o negativo). Notar que
tanto el exponente como el coeficiente de = deben ser iguales a 1.

Describimos el algoritmo para dividir p(x) : (z — r) segin esta regla y lo
ilustramos a continuacion.

= Paso 1. Se trazan dos lineas perpendiculares (formando una letra L) y se
escriben en el primer renglén los coeficientes a,,, ap-1, ..., a1, ag de p,
ordenados y completos (ver el ejemplo que sigue para comprender esto).

= Paso 2. Se escribe el nimero r en el segundo renglén, del lado izquierdo
de la linea vertical, y el coeficiente principal a,, de p se “baja” al renglén
inferior, debajo de la linea horizontal.

= Paso 3. Se multiplica a,, por r y se escribe debajo de a,,_;.

= Paso 4. Se suman estos dos valores (a,,-1 y ray), y se coloca el resultado
en la misma columna, en el renglén inferior.

= Paso 5. Se repite el proceso con este nimero: se multiplica por r, se coloca
debajo de a,_5 y se suma. Se sigue asi hasta ag.
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Puesto que el grado del resto de un cociente debe ser menor que el grado del
divisor, que en este caso es 1, se concluye que el resto de dividir un polinomio
cualquiera por x — r es un nimero real (es decir, un polinomio de grado cero o
el polinomio nulo). El resto es el niimero que se obtiene al final del renglon
inferior, mientras que los demas niimeros son los coeficientes del cociente
(el cociente tendrd un grado menos que p, pues el divisor tiene grado 1).

> Tlustremos los pasos de la regla de Ruffini realizando la divisién

3xt-22%2+2-3

r+1

Pasos 1y 2: A Notar que x + 1 = x — (-1), por lo que r = —1 (es decir,
como la férmula viene dada con un signo menos delante de r, el nimero r tiene
el signo opuesto al que vemos en el divisor).

Paso 3: Multiplicamos 3 - (—1) y encolumnamos:

3 0 -2 1 -3
-1 -3

Paso 4: Sumamos la columna:
3 0 -2 1 -3
-1 -3
3 -3

Paso 5: Repetimos hasta el final:

3 0 -2 1 -3

-1 -3 3 -1 0
3 -3 1 0 -3
——
coeficientes del cociente resto
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Entonces, el cociente es 323 — 322 + & y el resto es —3. Como siempre,
para verificarlo podemos ver que recuperamos el polinomio dividendo haciendo
“cociente por divisor mds resto”:

(32° =322 +2)(z +1) + (-3) =3z 222 +2-3. ¢

Ejemplo 60. Aplicando Ruffini. Aplicar la regla de Ruffini para efectuar las
siguientes divisiones:

Byt -xr-1 -3 -z +1

)

r-1 r+1

Solucion: Apliquemos la regla en cada caso

11 -1 -1 1 0O -3 0 -1 1
1 1 2 1 -1 -1 1 2 -2 3
1 2 1 0 1 -1 -2 2 -3 4

Entonces, para la primera division el cociente es 2% +22+ 1 y el resto es 0. Luego
P’ -z-1=(2+2z+1)(z-1),

mientras que para la segunda, el cociente es ¢ — 2% —22% + 22 -3 y el resto es 4.
Por lo tanto

4
x+1

5 3
- - 1
x?m:—x-i-:( 4—x3—2x2+2:17—3)+

r+1

Como antes, para verificarlo podemos ver que recuperamos el polinomio divi-
dendo haciendo “cociente por divisor mas resto”. «

Ejercicios 3.2.3

1. Dividir los siguientes monomios:
(a) (61:7) : (2x3) (b) (2x5) : (—33:4) (¢) (\/ixg) : (xs)

2. Determinar el grado del cociente entre 72® — a* - 3% y —2% + 4o + 2.

3. Verificar que el resultado obtenido en el Ejemplo 59 es correcto.

4. Realizar las siguientes divisiones de polinomios y verificar el resultado:
(@) (62%-222-1): (22 +2+2)
(b) (23 +622+6x+5): (22 +z+1)
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(©) (8z°+1):(22%-1)
(d) (62°+2*+42% -7z +1): (222 +2-3)

5. Realizar las siguientes divisiones usando la regla de Ruffini y verificar:

(a) (6x'+82% 1022 +8x-2): (v -2)
(b) (2% -323 +42%+32-5): (v -5)

(© (-32°+2* 522 +2%-2): (x+1)
d) (3-32%+62%):(z+2)

6. Realizar cada una de las siguientes divisiones primero mediante el algoritmo
de la divisién y luego usando la regla de Ruffini.

(@) (22* -322+22-3):(z+3)
(b) (23 +222-42-8): (v -2)

3.3. Factorizacion de polinomios

Como vimos en la seccién anterior, cuando realizamos una divisién (de po-
linomios o de niimeros naturales), la igualdad

dividendo = cociente - divisor + resto

nos permite verificar el resultado obtenido. En el caso en que el resto sea cero,
la igualdad anterior se transforma en

dividendo = cociente - divisor.
En otras palabras, cuando el resto es cero logramos escribir al dividendo
como producto de dos factores: el cociente y el divisor. Por ejemplo, para el
caso de nimeros naturales tenemos que

10=2-5,

pues el cociente al dividir 10 por 2 es 5, y el resto es cero. En forma mds general,
si al dividir p por ¢ obtenemos un cociente c y resto cero, entonces

p=q-c
y decimos que p es divisible por ¢, o también que p es miltiplo de ¢. Desde

otro punto de vista, se dice que ¢ es divisor de p, o que g es factor de p. Esta
terminologia se emplea tanto para nimeros naturales como para polinomios.
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Ejemplo 61. Factores de un polinomio. Como vimos en el primer caso del
Ejemplo 60, aplicando la regla de Ruffini obtuvimos que

Byt or-1=("+2c+1)(z-1).
Entonces decimos que 2 + 22 — x — 1 es divisible por 22 + 2z + 1y porz — 1, 0
que es miiltiplo de cada uno de ellos. También decimos que 22 + 2z + 1y z -1
son factores de 2® + 22 — 2 — 1, 0 que son divisores de él. «

Factorizar un polinomio significa escribirlo como producto de otros polino-
mios, como en el ejemplo anterior. Este es el objetivo de esta seccion, y resultard
una herramienta fundamental para resolver ecuaciones polinémicas.

Comencemos con casos ya conocidos, que son los estudiados en la seccion
anterior.

>
CJ/ Diferencia de cuadrados. Este es uno de los casos mds simples de iden-
tificar, ya que, como su nombre lo indica, es una diferencia (es decir, una resta)
de dos cantidades al cuadrado. Esto es, nos encontramos con una expresién de
la forma
a?-b?,
y queremos factorizarla. En la seccién anterior vimos que este es el aspecto del
producto

a®-b*=(a+b)(a-b),
obteniendo as{ una factorizacién del binomio dado.
Ejemplo 62. Reconociendo una diferencia de cuadrados. Como se dijo antes,

es sencillo reconocer este caso: solamente hay que extraer las raices de las dos
cantidades involucradas en la resta:

x? — 16.
Entonces factorizamos 2 — 16 = (z + 4)(z - 4). «

? Notar que el término que aparece sumando en un factor y restando en el otro,
es la cantidad cuyo cuadrado estaba restando en el binomio dado. El otro término
siempre tiene un signo + delante.

73



Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

Ejemplo 63. Otra diferencia de cuadrados. Factoricemos ahora 9¢° — 5:

@ G

Entonces 9t8 — 5 = (3t4 + \/5) (3t4 - \/5) «

\J
EJ/ Trinomio cuadrado perfecto. Si el polinomio que queremos factorizar
es de la forma
a® + 2ab + b2,

entonces es lo que llamamos en la seccién anterior un trinomio cuadrado perfec-
to. Sabemos que este tipo de trinomios provienen de hacer (a + b)?. Es decir, en
este caso se tiene

a® +2ab +b* = (a + b)?,

lo cual es una factorizacién del polinomio dado, pues (a + b)? = (a + b)(a +b).
Los factores repetidos se expresan en forma de potencia simplemente para agi-
lizar la escritura.

Ejemplo 64. Reconociendo un trinomio cuadrado perfecto. Con la practica,
reconocer este tipo de trinomios no es dificil. Esencialmente, la idea es reco-
nocer en el trinomio dos términos que sean el cuadrado de ciertas cantidades,
y verificar si el término restante es el doble producto de dichas cantidades. Por
ejemplo, considerar el trinomio

22 +6x+09.

Observando el polinomio, identificamos dos términos que son el cuadrado de
dos cantidades: = y 3 (cuyos cuadrados son 22 y 9). Ademds, si hacemos el
doble producto de estas cantidades obtenemos 2 - 3 - x = 6z, que coincide con el
término restante. Entonces es un trinomio cuadrado perfecto, el cual se factoriza
como

22 +62+9=(x+3)%

Miremos ahora el trinomio
2 =10z + 25.

Aqui los cuadrados que identificamos son 22 y 25, provenientes de x y 5. Sin
embargo, el doble producto de ellos es 10z, y en el trinomio aparece con signo
opuesto. Para lograr —10z, tomamos una de las dos cantidades negativa, por
ejemplo, —5 (y se sigue cumpliendo que (-5)? = 25). Entonces

2 - 107 +25 = (z - 5)°. «

74



3.3. Factorizacién de polinomios

A Los dos trinomios presentados en el ejemplo anterior muestran que se debe
observar el signo del término de la forma 2ab para determinar si se factoriza
como (a + b)2, o como (a — b)?. En este tltimo caso, ya que 2% = (-z)? para
cualquier niimero real z, se tiene que (a —b)? = (—a +b)?, por lo que cualquiera
de estas dos factorizaciones es correcta.

En el siguiente ejemplo se incluye una forma mds “visual” de identificar
trinomios cuadrados perfectos. El mismo muestra ademds que el trinomio no
debe ser necesariamente un polinomio de grado 2 y con coeficiente principal
igual a 1.

Ejemplo 65. Mas trinomios cuadrados perfectos. Factorizar los siguientes
trinomios

p(w)=a®+82° +16,  q(z) = 92" - 302° + 25.
Solucion: Para el caso de p, los dos cuadrados que vemos son x°® que es el cua-

drado de 23, y 16 que es el cuadrado de 4. El doble producto de estas cantidades
es 2-4 -2 = 82°, que coincide con el término restante. Por lo tanto

p(a) = (2° +4)%.
Hagamos el mismo razonamiento para ¢ pero en forma gréfica que suele ayudar:

92%- 3022 + 25

é\/é

2-322.5 = 3022

Doble producto de las raices halladas.

En el grafico anterior, debajo de las flechas verticales, identificamos las dos can-
tidades cuyos cuadrados son los términos del trinomio, y luego hicimos el doble
producto de estas cantidades para comparar con el término restante. Finalmente,
prestamos atencidn al signo de este término para concluir que

q(x) = (32% - 5)2 . «

\J
CJ/ Cuatrinomio cubo perfecto. Si el polinomio que queremos factorizar es
de la forma
a® +3a%b+ 3ab® + b?,
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entonces es lo que llamamos en la seccidn anterior un cuatrinomio cubo perfecto.
Sabemos que este tipo de cuatrinomios provienen de hacer (a +b)3. Es decir, en
este caso se tiene

a® +3a®b + 3ab® + b = (a +b)>,

lo que resulta una factorizacién del polinomio dado ya que
(a+b)>=(a+b)(a+b)(a+bh).

Como antes, utilizamos la potencia para agilizar la escritura de factores repeti-
dos.

En los siguientes ejemplos identificaremos cuatrinomios cubos perfectos de
manera andloga a lo que hicimos para reconocer trinomios cubos perfectos, so-
lamente que ahora debemos identificar cubos en lugar de cuadrados, lo que au-
tomdticamente nos define los signos de cada término.

Ejemplo 66. Reconociendo un cuatrinomio cubo perfecto. Factorizar los po-
linomios

p(x) =a® - 6%+ 120 -8,  q(t) = 27t% + 27¢* + 9t + 1.
Solucion: Comencemos con el polinomio p:

3 — 61'2 + 12$ _
cx?(-2) =622, 3-x-(-2)%=12z.
Entonces x2 — 622 + 122 — 8 = (2 — 2)3. Con respecto a g, tenemos:
27t6+ 27t + 92 + 1
3-(3t%)%-1 =214, 3-3t2.12 = 912,

Entonces 27t8 + 27t* + 9t2 + 1 = (3152 + 1)3- «

Pero, ; qué podemos hacer para factorizar polinomios que no tengan la forma
de los presentados hasta ahora? Lo primero que debemos intentar es sacar factor
comiin, como se explica a continuacion.
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\J
CJ/ Factor comin. Asi como los casos anteriores provinieron de leer una
igualdad ya conocida desde el lado adecuado, lo mismo ocurre con el método de
extraer factores comunes en un polinomio. Este método consiste en determinar
si el polinomio dado es el resultado de haber aplicado la propiedad distributiva
del producto respecto de la suma o la resta. Por ejemplo, esta propiedad nos dice
que

3;@) = 32 + 622

Extraer factor comun es exactamente el proceso inverso: nos dan el polino-
mio 322 + 622 y debemos identificar qué factores aparecen en fodos sus térmi-
nos. En este caso vemos que el 3 aparece como factor en ambos términos (ya
que 6 = 2-3), y también 22 (ya que x> = 22 - ). Los factores comunes a todos
los términos los extraemos, y 1o multiplicamos por el polinomio que resulta de
“quitarle” dichos factores al original (esto significa dividir cada término por lo
que sacamos como factor comun):

323 + 627 = 32 (2 + 2).

? Como siempre es posible verificar si lo hemos hecho bien, aplicando la
propiedad distributiva del lado derecho de la igualdad para ver si recuperamos
el polinomio del lado izquierdo.

De esta forma hemos factorizado el polinomio dado. Recordemos que facto-
rizar un polinomio significa escribirlo como producto de otros polinomios, por lo
que z se extrae como factor comun con el menor exponente al que aparece, para
evitar exponentes negativos. Por ejemplo, si en el ejemplo anterior hubiéramos
tomado como factor comiin a 3z, nos queda

32° + 627 = 32° (1 + 2271),

y, aunque la igualdad es cierta para todo x # 0 (hacer la distributiva del lado
izquierdo para verificarlo), lo que queda entre paréntesis no es un polinomio.

Ejemplo 67. Extrayendo factores comunes.

w ot —4ad 1 2? = 2% (2 - da + 1).

s 1022 + 25z + 15 = 5(222 + 5z + 3).

w 913 — 662 + 125 - 189 = 3¢2(3t - 2 + 41° - 617).

m 3z(z+1)+5(x+1) = (z+1)(3x+5). Aqui el factor comin es el binomio

(x + 1) que estd en ambos términos.

» 23— 4z = 2(2? - 4) = x(z - 2) (2 + 2). Sacar factor comtin nos permitié
obtener una diferencia de cuadrados y seguir factorizando.

» 231222 + 362 = 2(2? - 127 + 36) = x(z - 6)?. Sacar factor comtin nos

permitié obtener un trinomio cuadrado perfecto y seguir factorizando. &
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Ejemplo 68. Cualquier constante no nula como factor comiin. Si considera-
mos el polinomio p(z) = 322 — 122 + 6, es claro que podemos extraer al 3 como
factor comtin:

32% - 122 + 6 = 3(2% — 4z + 2).

Los coeficientes que quedan en el polinomio entre paréntesis son los coeficientes
del polinomio original divididos por 3, de manera que al hacer la distributiva se
recupera lo que estd a la izquierda de la igualdad. Pero si podemos dividir cada
coeficiente por 3, entonces podemos dividir por cualquier otro nimero que se
desee, siempre que no sea cero:

30 - 120 +6=6(32"-22+1) =-4(-22% + 3z - 3).

En otras palabras, aunque el aspecto del resultado quizas “empeore”,
todo polinomio p es divisible por cualquier polinomio de grado cero.

En particular, siempre es posible factorizar un polinomio (no constante) da-
do, como producto entre una constante y un polinomio monico (es decir, uno
con coeficiente principal igual a 1). Por ejemplo:

2x2—x+5:2(332—%x+%),

rx® + 223 —x + 2=ﬂ(x5+%x3—%x+§).

Asi, cada polinomio puede factorizarse como el producto entre una constante y
uno o mas polinomios ménicos:

223 + 327 = 2%(2x + 3) = 2(z?) (x+g) «

? Aunque en algunos textos suele considerarse el ltimo miembro en la expre-
si6én anterior como la factorizacién completa del polinomio dado, no exigiremos
aqui que cada factor sea ménico.

Ejemplo 69. Factor comiin en grupos. A veces nos encontramos con un cua-
trinomio que no tiene un factor comun a todos sus términos, pero tiene uno que
es comin a dos de ellos, y otro factor comun a los otros dos. Antes de describirlo
veamos un ejemplo que ilustra el método:

4o —4x® 420 -2 = 4a?(z - 1) + 2(x - 1) = (z - 1) (422 + 2).

Y/ N\ l
4z es factor comiin 2 es factor comun (z - 1) es factor comin

de estos dos términos de estos dos términos de ambos términos
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Este caso especial de extraer factores comunes se llama “factor comin en
grupos” porque se agrupan ciertos términos para sacar factor comun entre ellos.
Dado un cuatrinomio, la forma de agrupar los términos no es casual, sino que se
eligen de manera que el resultado permita obtener nuevamente un factor comin
en el binomio resultante. El polinomio de partida también puede tener 6 térmi-
nos, o cualquier otro niimero par de términos, pero no es tan sencillo darse cuenta
de como armar los grupos en estos casos. «

\J

CJ/ Describiremos a continuacién un método de factorizar un polinomio que
incluye a algunos de los presentados antes. Es importante entender que atin cuan-
do muchos de ellos puedan factorizarse con el método que sigue, manejar los
casos “con nombre” que estudiamos antes ahorrara tiempo y célculos. Es decir,
aunque sea posible factorizar varios de los ejemplos anteriores mediante el méto-
do que presentaremos a continuacién, siempre es mas sencillo y rapido hacerlo
como se ilustro.

Recordemos que para factorizar un polinomio hay que hallar sus divisores,
es decir, polinomios tales que al dividir el polinomio por ellos, el resto sea cero.
Existe un teorema* que nos permite saber cudnto es el resto de dividir un polino-
mio (de grado al menos 1) por un binomio de la forma z —r, siendo r un nimero
real:

Teorema del resto: El resto de dividir un polinomio p, con gr(p) > 1,
por el binomio x — r es igual a p(r).

Ejemplo 70. Aplicando el teorema del resto. Sea p(x) = 22 — 322 — x + 4.

» El resto de dividir p por « — 4 serd p(4) = 80.

El resto de dividir p por x+2 serd p(-2) = —22 (notar que z+2 = z—(-2),
por lo que r = -2).

El resto de dividir p por = + 1 serd p(-1) = 0.

El resto de dividir p por z serd p(0) = 4. «

Volvamos a nuestro objetivo: buscamos dividir p por un polinomio tal que el
resto sea cero. Por el teorema del resto, al dividir p por x — r el resto es p(r).
Entonces el binomio x — r serd divisor de p si y solo si p(r) = 0. Este resultado
se conoce como teorema del factor, ya que en otras palabras dice que:

[ El binomio (z — r) es factor del polinomio p si y solo si p(r) = 0. ]

*En matemadtica llamamos teorema a una proposicioén que afirma una verdad demostrable.

79



Capitulo 3. Polinomios y expresiones racionales

> Recordemos que un valor r que satisface p(r) = 0 es llamado raiz (o cero)
del polinomio p. Entonces, el teorema del factor dice que p tendrd un factor de
la forma x — r siy solo si r es raiz de p.

Nuestro objetivo se transforma entonces en encontrar, si las tiene, raices
reales de un polinomio dado. Para esto contamos afortunadamente con otro teo-
rema, el cual serd la clave para nuestro propdsito.

Teorema de la raiz racional: Sea p(z) = a, 2" +a, 12"+ - +a12+ag
un polinomio con todos sus coeficientes enteros, con ag y @, no nulos.
Si p tiene una raiz racional r, entonces r es de la forma 2%, siendo m
divisor de aq y k divisor de a,,.

A El teorema anterior dice “si el polinomio tiene una raiz racional, entonces
es de tal forma”, pero puede que no tenga raices racionales o de hecho que no
tenga raices reales, a pesar de tener coeficientes enteros:

= p(x) = 2% - 2 tiene como raices a +V2, pues p(i\/§) =2-2=0,ypuede
verse que son las dnicas®, por lo tanto no tiene raices racionales.

= g(x) = 22 + 2 no tiene raices reales, pues r2>0 para todo r real, entonces
q(r) =% +2>2y por lo tanto no es cero para ningtin real 7.

En este texto trabajaremos con polinomios que si tengan raices racionales, para
poder aplicar este método.

Ejemplo 71. Buscando raices racionales. Sea p(x) = 22® — 52% + 62 - 3. Si p
tiene raices racionales, entonces serdan de la forma 2%, siendo m divisor de -3 y
k divisor de 2. Entonces:

= las posibilidades para m son: 1, -1, 3y -3;
= las posibilidades para k son: 1, -1, 2y —2.

Entonces las posibles raices racionales son las combinaciones de 2%, las cuales
son

+1, £3, 5, 5.

Por supuesto, siempre es conveniente comenzar probando con las posibles raices
enteras:
p(1)=2-5+6-3=0,

y asi tuvimos suerte y encontramos que 7 = 1 es raiz de p, por lo que x — 1 es
factor de p. Podemos ver que los demds valores posibles no son raices de p. <&

“Demostrar esta afirmacién escapa a los contenidos de este manual, pero proviene del hecho
que un polinomio de grado n no puede tener mds de n raices.
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[:’; Resumiendo el método, buscamos niimeros reales r tales que
p(r) = 0. Si el polinomio tiene coeficientes enteros, probaremos aqui
con nimeros de la forma r = 7%, siendo m divisor del término indepen-
diente y k divisor del coeficiente principal. Si lo hallamos, = — r serd
factor de p, y podremos factorizar p(z) = ¢(z)(z — r), siendo ¢(x) el
cociente que puede hallarse aplicando la regla de Ruffini.

Ejemplo 72. Factorizando un polinomio. Factorizar el polinomio

p(z) = 22° - 522 + 62 - 3.

Solucion: En el ejemplo anterior vimos que r = 1 es raiz de p, lo que implica
que el binomio z — 1 es divisor de p. Apliquemos entonces la regla de Ruffini
para efectuar la divisién:

2 -5 6 -3
1 2 -3 3
2 -3 3 0

Como se esperaba, el resto es cero por lo que

223 - 522 + 6 -3 = (222 -3z +3)(z - 1). «

Ejemplo 73. Factorizando un polinomio. Factorizar completamente (es decir,
seguir factorizando mientras sea posible) el polinomio g(z) = z* ~9z% +4z +12.

Solucién: Como el coeficiente principal de g es 1, las posibles raices racionales
son todas enteras y estardn dadas por los divisores del término independiente,
12. Entonces, debemos probar con los valores +1, +2, +3, +4, +6 y +12, para
ver si alguno es raiz de q:

g(1)=8, X g(-1)=0. v
Hacemos entonces la divisién por z + 1 utilizando la regla de Ruffini:

1 0 -9 4 12
=1 -1 1 8 -12
1 -1 -8 12 0
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Como esperdbamos, el resto es cero por lo que
q(z) = (23 - 2? -8z +12)(x + 1).

Pero se pide que lo factoricemos por completo, lo que significa que debemos ver
si el factor ¢(x) = 3 —2% -8z +12 puede a su vez factorizarse. Probando con los
mismos valores que antes, vemos que c¢(2) = 0, por lo que haremos ¢(x) : (z-2)
mediante la regla de Ruffini:
1 -1 -8 12
2 2 2 -12
1 1 -6 0

3

Entonces 22 — 22 — 8z + 12 = (22 + - 6) (2 - 2), por lo que

qz) = (2% —2® -8z +12)(z+ 1) = (2® + - 6)(z - 2)(z + 1).

Pero 22 + = — 6 adn se puede factorizar, pues su valor numérico en 2 es cero,
por lo que aplicamos la regla de Ruffini por tercera vez para realizar el cociente
(22 +2-6): (z-2)

1 1 -6
2 2 6
1 3 0

Luego 22 + - 6 = (z + 3)(z - 2) y, en consecuencia,

g@)=(z+3)(z-2)(z-2)(z+1)=(z+3)(z - 2)2(x +1). L

Una raiz miltiple de un polinomio es una raiz que ocurre mas de una vez.
En el ejemplo anterior el factor (z — 2) aparece dos veces en la factorizacién
de g, asi que r = 2 es una raiz multiple. Puesto que ocurre dos veces, se llama
una raiz doble. Si ocurriera solamente una vez es llamada raiz simple. Si ocurre
tres veces se denomina raiz triple, y asi sucesivamente. La cantidad de veces que
ocurre una raiz se llama orden de multiplicidad, o simplemente multiplicidad
de dicha raiz".

{g Una pregunta natural en este punto es ;cdmo nos damos cuenta si el poli-
nomio estd completamente factorizado? Es decir, ;hasta cuando seguimos? En
el ejemplo anterior es claro que terminamos ya que llegamos a todos factores de

*En términos matemadticos, se dice que una raiz r de p tiene multiplicidad k si podemos factori-
zar p(x) = (z — r)®s(x), siendo s(z) un polinomio tal que s(r) # 0. Es decir, (z — r)* es factor
de p pero (z — r)**! no lo es.
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grado 1, por lo que mas que eso no podemos hacer. Sin embargo, con factores de
mayor grado no es tan claro darse cuenta si se puede seguir o si ya no tiene mas
raices reales. Si bien no hay una receta para responder esta pregunta que esté
dentro del alcance de este libro, la idea que servird para abordar los ejercicios de
este manual es la siguiente:

= Intentar aplicar cada uno de los métodos descriptos.

= Si se llega a un polinomio de grado 2, existe un criterio para saber si se
puede o no seguir factorizando. Este criterio, al igual que una férmula para de-
terminar sus raices atin cuando no sean racionales, serd estudiado en el Capitu-
lo 4. Allf se presenta un andlisis que justifica la siguiente afirmacién, que nos
dice cuando podremos factorizar a un polinomio de grado 2:

p(z) = ax? + bx + c tiene raices reales si y solo si b* — 4ac > 0. ]

Iustremos esto con dos polinomios ya vistos.

Ejemplo 74. Criterio de parada para polinomios cuadraticos. En el Ejem-
plo 73 obtuvimos a 2 + x — 6 como factor del polinomio original. En este poli-
nomio,

a=1, b=1 y c=-6.

Entonces b? — 4ac = 1 + 24 = 25 > 0, por lo que la afirmacién anterior dice que
podemos seguir factorizando. Esto coincide con lo hecho, ya que lo logramos
escribir como 2+ — 6 = (2 + 3)(x - 2).

Por otro lado, en el Ejemplo 72 uno de los factores era 222 — 3z + 3. En este
polinomio
a=2, b=-3 y c=3

por lo que b —4ac = 9-24 = —15 < 0, lo que indica que ya no tiene raices reales
y la factorizacién ha finalizado, es decir, que en dicho ejemplo ya habiamos
completado la factorizacion. «

El siguiente ejemplo, ademas de aplicar lo estudiado a un caso particular de
polinomio, nos da una pauta mas con respecto a saber cuando hemos finalizado
la factorizacidn para polinomios no cuadréticos con una forma especial.

Ejemplo 75. Suma o diferencia de potencias de igual grado. Esto no es un
método nuevo, sino que consiste en aplicar lo aprendido a un caso particular:
factorizar binomios de la forma ™ — " o " + r", siendo r un nimero real po-
sitivo, y n un natural. En realidad, como explicamos a continuacién, lo “nuevo”
aparece solo cuando n es impar.
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= 7 par

e Suma 2" + r". Cuando tenemos la suma de dos potencias con exponen-
tes pares, entonces el polinomio ya esta factorizado por completo en los
reales. Por ejemplo, 22 +4. Esto se debe a que dicha suma es estrictamente
positiva, por lo que no tiene raices reales.

e Resta 2" — r". Cuando tenemos la resta de dos potencias con exponentes
pares, entonces estamos en realidad ante una diferencia de cuadrados, y
se trabaja como ya lo vimos. Por ejemplo:

25 =35 = (24) - (3Y)° = (a* - 3%) (a* + 3Y).
Notar que en lo anterior, z* — 3* puede a su vez factorizarse como
zt =31 = (2% - 3%)(2? +3%) = (z - 3)(z + 3)(2? + 3%),
al reconocer dos veces mas una diferencia de cuadrados. Asi,

2® - 3% = (2 - 3)(z +3)(2® + 3%) (2" +3").

Notar que los dos ultimos factores son de la forma =™ + r™ con n par y, por el
caso anterior, no pueden factorizarse mas.
= 1 impar
e Suma z" + r". Por ejemplo, consideremos
p(x) =2 +125 = 23 + 5,
Observar que p(-5) = 0, por lo que (x — (-5)) = (z + 5) es divisor de p.

Aplicando la regla de Ruffini tenemos:

1 0 O 125
-5 -5 25 -125
1 -5 25 0

Luego,
23 +5% = (2% - 5z + 25)(z + 5).

e Resta x™ — r". Consideremos ahora
q(z) =2° - 32=2° - 2°.

Notar que ¢(2) = 0, asi que aplicamos la regla de Ruffini para dividir ¢
por (z - 2):
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10 0 0 0 -32
2 2 4 8 16 32
1 2 4 8 16 0

Entonces

25 =25 = (2% + 223 + 42 + 82+ 16) (2 - 2).

>
CJ/ Resumiendo, si n es impar entonces
z" + 1" es divisible por x + r,
" —r™ es divisible por z — r.

Mas atin, puede demostrarse que —r es la tinica raiz real de ™ +r", mientras que
r es la dnica raiz real de ™ —r". Entonces, el polinomio se encuentra totalmente
factorizado una vez efectuada la division por los respectivos factores. <

Si n es par entonces " + r" no tiene raices reales, mientras que ™ — r" es
una diferencia de cuadrados, y sus #nicas raices reales son 7y —r. <3 K

Finalizamos la seccién enfatizando algo que ya se ha mencionado pero es de

gran importancia:

(Como saber si una factorizacion es correcta? Siempre es posible verificar
si la factorizacién es correcta multiplicando los factores obtenidos y operando,
para comprobar que se llega de esta forma al polinomio de partida. No debe-
mos olvidar que al factorizar un polinomio se obtiene una expresion con distinta
forma (multiplicacién de polinomios), pero equivalente a la original.

Ejercicios 3.3

1. Factorizar las siguientes diferencias de cuadrados:

(a) 422 -49 (c) 252%-9
(b) t8-6 (d) 3622 -25

2. Factorizar los siguientes trinomios cuadrados perfectos:

(@) z2-8z+16 () 4zt +122%2+9
() 922 - 122 +4 (d) t* - 6t3 + 9¢2
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. Factorizar los siguientes cuatrinomios cubos perfectos:

(a) 823 — 3622 + 54z — 27
(b) 2% +62* +122% +8
(¢) -z +32%2 -3z +1
(d) 8t°—12t* +6t2 -1

. Determinar m para que el resto de dividir ma® — 22* + 322 - 7 por el binomio

x —1seaigual a 2.

. Determinar k para que x + 1 sea factor de 527 + 3z% + 223 + 2% + k.

. En el Ejemplo 69 se factorizé al polinomio p() = 423 —42%+2x -2 extrayen-

do factor comun por grupos. Rehacerlo buscando una raiz segtn el teorema
del factor, y aplicando luego la regla de Ruffini para dividir.

7-20. Factorizar por completo los polinomios dados.

7.

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

3zt — 1222

3zt + 1522

-2 +dr -4

423 — 42% - 9 + 9

xt - 223 - 222 - 32

xt - 223 —72% - 22 -8

223 +32%2 -5 -6

4zt - 64
3xt + 2% + 222 + 42 — 40
220 — 5% — 324

x* + 223 — 2122 — 222 + 40

@) Polinomios en Ge=>Gebra

Para comenzar a usar Ge<»Gebra, veamos como se ingresa un polinomio. Para

ello usamos el campo de Entrada, en el cual podremos escribir si habilitamos el
teclado, cliqueando en el stmbolo del mismo. Si trabajamos en una computadora,
este se encuentra en la esquina inferior izquierda:
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y si se utiliza la aplicacién para Android, se encuentra en el centro:

Al cliquear en el campo de Entrada aparece una barra con 4 opciones para
teclados, y los puntos suspensivos al final:

123

La primera es la numérica y principal, la siguiente contiene funciones especiales,
luego viene la pestafia para el teclado alfabético, y finalmente la de letras griegas.
Al tocar los puntos suspensivos de la derecha se abre una lista con todos los
comandos disponibles, donde se pueden seleccionar en lugar de escribirlos. En

el teclado numérico se encuentra la tecla . que se utiliza para ingresar los

exponentes®. La tecla
exponente 2.

es un caso particular, y es un acceso rapido para el

2 < (la

(a) Ingresar el polinomio p(x) = 2 + 22 — x — 1 y presionar Enter
letra p se ingresa desde el teclado alfabético, y el resto desde el numérico.
Si se ingresa solamente la expresion del lado derecho, el software le asigna
por defecto el nombre f). Aparecera un gréfico en la parte superior, el cual
cobrard sentido a partir del Capitulo 5. Por el momento nos ocuparemos
solamente del resultado algebraico que arroja el software, y no del grafico.

(b

~

Ingresar el polinomio g(z) = 2 — 1 (siempre presionar Enter luego de cada
instruccion).

(c
d

(e

~

Escribir p(4) para hallar el valor numérico de p en z = 4.

~

Escribir p+q para sumar los polinomios, y p-q para restarlos.

~

Para dividir dos polinomios, se ingresa Divisidn(p,q), siendo el primero el
dividendo y el segundo el divisor. Como resultado se obtiene lo que se co-
noce como “lista”, en la que el primer elemento es el cociente, y el segundo
es el resto. Comprobarlo ingresando Division(p,q) para hacer p(x) : g(x) y
también Division(p,x2+x) para hacer p(x) : (2 + x). Determinar en cada
caso el cociente y el resto.

*Si se utiliza una computadora, los exponentes se introducen también con la tecla . Por
b

ejemplo, escribiendo x"3 se ingresa 2.
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(f) Escribir Raiz(p) para hallar las raices del polinomio p. El software de-
volvera el resultado en la forma (r,0), para cada raiz del polinomio. Esta
notacion también tendrd sentido a partir del Capitulo 5, por el momento
nos quedaremos con los valores de r. Una vez halladas, comprobar usando
GexGebra que p(r) = 0, para cada una de las raices obtenidas.

(g) Ingresar Factoriza(p) para obtener la forma factorizada del polinomio p.
Comparar con el resultado obtenido en el Ejemplo 61.

(h) Un comando similar al anterior es Factores(p). El resultado es una lista
con los polinomios que son factores de p, y al lado un nimero natural que
indica la multiplicidad de cada factor. Utilizar este comando para obtener los
factores del polinomio 2* —922 +4z+12, y su correspondiente multiplicidad.
Comparar con lo obtenido en el Ejemplo 73.

(i) Utilizar el comando Factores para comprobar que x + 1 es factor del poli-
nomio del Ejercicio 5, para el valor de k hallado.

(j) El comando Resto(p,q) devuelve el resto de la divisién entre el polinomio
p y el polinomio q. Utilizar este comando para comprobar que el resto de
dividir el polinomio del Ejercicio 4 (con el valor m hallado) por el binomio
x —1esigual a2.

(k) Utilizar el comando Factoriza para factorizar por completo el polinomio
5% ~11723+99422-36002+4608. Luego, utilizar lo obtenido y el comando
Divisidn para expresar el polinomio dado como el producto de un polinomio
de grado 3 y otro de grado 1.

() Utilizar el comando Factoriza para factorizar por completo el polinomio
f(x) =272 + 13522 + 2252 + 125. De acuerdo a lo obtenido, ;qué nombre
recibe f? ;Qué binomio lo origina?

3.4. Expresiones racionales

Una expresion racional, o también conocida como fraccion algebraica, es
un cociente de polinomios. Es decir, es algo de la forma

q(z)’

donde p y ¢ son polinomios. Esta expresion tendra sentido para todos aquellos
valores de x tales que ¢(x) # 0, pues la division por cero no estd definida. Los
valores de x que anulan a ¢ son valores no permitidos para la fraccidn algebraica,
e imponen lo que se conoce como restricciones para la misma. El dominio de
una fraccidn algebraica es el conjunto de todos los valores permitidos, es decir,
aquellos que no anulan al denominador.

r(x) = p(x)
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Ejemplo 76. Restricciones para fracciones algebraicas. Las siguientes son
expresiones racionales:

3r+6 T
922 -9z — 54’ x2+1°

Observar que la primera estd definida para x # -2 y & # 3, que son los valo-
res que anulan al denominador. La segunda, en cambio, estd definida para todo
nimero real, pues el denominador nunca se anula. En otras palabras, los valores
no permitidos para la primera expresion racional son x = -2 y & = 3, mientras
que para la segunda no hay restricciones. &

>
CJ/ Las expresiones racionales se simplifican factorizando los polinomios in-
volucrados para luego “cancelar” los factores comunes tanto al numerador como
al denominador:

af a

—, para todo c # 0.

bt b

A Serd fundamental no perder de vista los valores no permitidos para la va-
riable, ya que algunos de ellos pueden olvidarse durante el proceso de simplifi-
cacidn (al cancelar c en la férmula anterior). [lustramos esto en los ejemplos.

Una fraccién algebraica es irreducible o estd en su minima expresion cuan-
do el numerador y el denominador no tienen factores comunes a excepcién de
las constantes. Notar que, con esta definicion, si se multiplica el numerador y
denominador de una fraccién algebraica irreducible por una misma constante
distinta de cero, se obtiene otra fraccién irreducible equivalente. Por ejemplo:

6x +12 +2
X _3 X _

3 ax+2

dr+2 2w+l 2 L

y segun la definicién dada, cualquiera de estas fracciones es irreducible. A pe-
sar de ello, la del medio suele ser mas “frecuente” de encontrar al momento de
simplificar fracciones algebraicas. Esto se debe a que el procedimiento usual
consiste en extraer por un lado el mayor entero factor comun a todos los coefi-
cientes del polinomio del numerador (en el ejemplo de arriba es 6), luego se hace
lo mismo para el denominador (en este caso es 2), y finalmente se simplifican
estos factores, si es posible (en este caso, g = 3). La tercera fraccion se obtiene
si se exige que tanto el numerador como el denominador sean polinomios méni-
cos, o un productode ellos. Aunque esto si genera unicidad en la forma reducida
de una fraccidn algebraica, también haria, por ejemplo, que la minima expresion
de

4

3mx + 12 3m T+

———— sea —(— —1
V2z +1 V2 o+ L

S
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la cual no parece “mas simple” que la primera. En cambio, puede lograr que la
forma simplificada de

1
2$+
1

458

r+1

sea 2 Y
-1

=N =

la cual si puede resultar “mas simple”, porque solo aparecen coeficientes enteros.
Esto es, entonces, un criterio estético en lugar de formal, por lo que quedard a
gusto de cada uno. Esta ambigiiedad sucede solamente al nivel de las constantes,
ya que el maximo comun divisor de dos polinomios se define como unico salvo
factores constantes”. Dejaremos esto de lado ya que lo importante del proceso
de simplificacion se comprendera mejor mediante los ejemplos.

Ejemplo 77. Simplificando una expresion racional. Simplificar la siguiente
expresion racional, indicando los valores no permitidos para la variable:

23 —dx
3 + 322 - 10z
Solucion: Comenzamos factorizando tanto el numerador como el denominador,
para luego cancelar:

3 — 4z o z(x?-4)
23+ 322 - 10z (22 + 3z - 10)
:—x(x—2)(x+2) z#0;z+2;2#-5
z(x-2)(z+5)

a2y +2)
#a—2)(x +5)

_x+2

z+5

Los valores no permitidos para x deben determinarse siempre antes de cancelar
términos, en la expresion original. Puesto que la forma factorizada es equiva-
lente a la expresidn original, es mas sencillo ver alli cudles son los valores que
anulan el denominador. En este caso, las restricciones son:

x+0, z+2 y xz#+-5. «
A La expresion simplificada es igual a la original excepto para aquellos va-

lores en los que el factor que se cancele sea igual a cero. Para comprender esto,
en la expresion racional del ejemplo anterior es incorrecto escribir

x3 - 4dx T +2
23+322-10c x+5’
*Ver https://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial_greatest_common_

divisor. Consultado en noviembre de 2018.
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ya que la expresion de la izquierda no puede evaluarse en ¢ = O nien x = 2,
mientras que la de la derecha si. Lo correcto es escribir

x® —dx _£C+2

= , parax #0,x#2,x+ -5, v
23 +322-10c x+5

estableciendo de esta forma los valores no permitidos para la expresion original,
incluso los que “no se ven” en la expresion simplificada de la derecha. Aunque
en esta ultima si puede verse la restriccién x # —5, es conveniente recordarla de
todas formas en la lista, junto a las restricciones “perdidas”.

@) El comando Simplifica en Ge<xGebra puede usarse para reducir expresio-
nes racionales. Por ejemplo, ingresando

Simplifica((x3-4x)/(x3+3x2-10x))

se obtiene como resultado %, como en el ejemplo anterior. Ademads, los valores

no permitidos pueden obtenerse escribiendo Raiz(x®+3x2-10x), lo que devuelve
aquellos que hacen que el denominador se anule.

Ejemplo 78. Reducir a su minima expresién, indicando las restricciones:

222 - 12z - 14
422+ 8z +4

Solucion: Comenzamos factorizando tanto el numerador como el denominador,
para luego cancelar:

20 - 12z -14  2(2® -6z -7)

422 +8x+4  4(2? +2x+1)
e (-1)
Az (z+1)
1 x-7

T2 o+l

T+ -1

La tnica restriccién es x # —1. «

Para operar con fracciones algebraicas se procede de la misma forma que
para las fracciones numéricas. Cualquier operacién resultard mas sencilla si an-
tes de efectuarla se simplifican las fracciones algebraicas involucradas, pero con
un poco mads de trabajo también se puede simplificar al final. Las restricciones
(es decir, los valores no permitidos) para la operacion corresponden a la unién de
las restricciones de cada una de las fracciones involucradas. Es decir, se da por
supuesto que se trabaja con valores que no anulan ninguno de los denominadores
de las fracciones dadas.
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= La suma (o resta) de fracciones algebraicas con el mismo denominador
es otra fraccién algebraica con el mismo denominador y cuyo numerador
es la suma (o resta) de los numeradores. Si tienen denominador distinto,
primero se las transforma en fracciones con denominador comun (para lo
cual es conveniente factorizar los denominadores), y luego se efectda la
suma o resta.

_ ad + cb
-~ db

-t

Ul o

c a
b b’ b
= El producto de fracciones algebraicas es otra fracciéon cuyo numerador

es el producto de los numeradores de las fracciones que estamos multipli-

cando, y cuyo denominador es el producto de los denominadores. Luego
de resolver, se simplifica si es posible la fraccion resultante.

a-c
.d’

SRS
o
S

= El cociente de dos fracciones algebraicas es el producto de la primera por
el inverso o reciproco de la segunda:

ol
=)
IS

Sulls
Ul o
Sals
S
o

Ilustramos las operaciones entre fracciones algebraicas en los siguientes e-
jemplos.

Ejemplo 79. Suma y resta de expresiones racionales. Resolver:

T+2 z-3
7+

. —
2+x x2-1

Solucion: Recordemos que siempre es mds facil simplificar las expresiones que
aparecen, y luego realizar las operaciones. Para la primera tenemos

x+2+x—3 T+2 . z-3
22-4 22-9 (2-2)(z+2) (z-3)(z+3)
1 1
7+

-2 x+3
_(z+3)+(z—2)

se factorizo

secanceld x+-2,x+3

se sumaron las fracciones

(x-2)(x+3)
2+ 1 )
B (z-2)(z+3) se operd en el numerador.
T=2)(x+
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> Los valores prohibidos para las operaciones con fracciones algebraicas son
aquellos que anulan el denominador de alguna de las fracciones involucradas.
Entonces las restricciones para la suma anterior son x # +2 y z # +3. Notar que
si observamos las restricciones solamente en el resultado final, perdemos aque-
llas que anulaban a alguno de los denominadores porque fueron “canceladas”
durante el proceso de simplificacion. Esos valores se indican en color rojo en
el procedimiento anterior, para recordar que deben incluirse en los valores no
permitidos.

De forma similar procedemos para efectuar la resta:

x 2-w x 2-w se factorizo
_ - — iz
2?+x 22-1 z(x+1l) (z-1)(z+1)
1 2-z .
= - secancelo x %0
(z+1) (z-1)(z+1)
1) =(2-
= w se restaron las fracciones
(x-1)(x+1)
2 -3 .
= se oper6 en el numerador.
(z-1)(z+1)
Las restricciones para esta resta son entonces x # +1y z # 0. &

Ejemplo 80. Producto y cociente de expresiones racionales. Resolver:

-3 22+ 3z
x2+6x+9 22-9°
2 1

x+5 a2-25

Solucion:

-3 2> +3r =3 x(x+3)

" 2160+9 22-9 (2+3)2 (2—80(z+3)
X

(z+3)2

2 1 2
: - (x? - 25)

2+5 12-25 z+
2
- (2+45)- (x =5) =2(x - 5).

(z+5)

«’? Para que ambas fracciones en el producto anterior estén definidas se necesita
x # +3. Para el cociente, la restriccion es x # £5 (aunque al resolver la divisién
el denominador x2 — 25 se transforme en numerador, la fraccién involucrada en
el enunciado debe estar bien definida). «
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Ejemplo 81. A Errores graves y frecuentes. Estos son algunos de los erro-
res que suelen verse al operar con fracciones algebraicas. En el Ejercicio 1 se
pide probar que lo efectuado es incorrecto.

;L/Z+x+2¢x+
L ]
,9/14-4 o
3 3 3
T x T
[ ] F—+—, X
2+5 22 5
21‘—1+ x? 2r -1+ 22

2 x

. = )
3 z+1 a23+x+1

«
Ejercicios 3.4

1. Hallar valores adecuados para x que demuestren que los procedimientos efec-
tuados en el Ejemplo 81 son incorrectos.

2. Simplificar las siguientes expresiones racionales a su minima expresion, in-
dicando los valores no permitidos para la variable:

2 3 2
-1 z°—6x"+11x-6
(a) z2+3x+2 © r3-2x2-+2
2 2
r°-3x+2 4x°-1
(b) T2—1-92 (d) Ax2+42x+1

3. O Utilizar el comando Simplifica para verificar lo obtenido en el ejercicio
anterior.

4. Realizar las operaciones indicadas y simplificar el resultado. Establecer las
restricciones en cada caso:

) 35 CEEE
© 355+ 55 ® 55+ 25
@ 522556 ~ Beiy? h) 5+ 55— o
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Capitulo 4

Ecuaciones e inecuaciones

4.1. Ellenguaje matematico

Innumerables situaciones correspondientes a diversas dreas y hechos coti-
dianos pueden ser modeladas mediante ecuaciones e inecuaciones. Para resolver
un problema matematicamente, el primer paso es traducirlo del lenguaje ordi-
nario al lenguaje algebraico. Este es precisamente el objetivo de esta seccion:
traducir una situacién concreta al lenguaje matematico, transformandola en una
ecuacidn, inecuacién o un sistema de ellas (como resolver el planteo obtenido
serd el objetivo de las siguientes secciones).

Antes de “traducir” problemas concretos, comencemos expresando cosas
mas simples. En la siguiente lista se escriben en lenguaje matematico algunas
frases frecuentes. Comprender esta forma de expresarlas serd fundamental para
el planteo de problemas especificos.

= El doble de un nimero x ~> 2x

= Las tres cuartas partes de un nimero r ~> %x

= Se aumenta en 5 al triple de un nimero y ~>3y + 5

= FEl triple del nimero y, mds 5 ~>3y + 5

= El triple del nimero y méds 5 ~3(y + 5)

= La mitad del consecutivo de un nimero entero x ~ %(z +1)

= El cuadrado de la mitad de un nimero z ~ (%)2

= El nimero z supera al nimero y en 30 unidades ~ x = y + 30*

= Un ndmero entero « mas su consecutivo ~> x + (x + 1)

“Es frecuente ver que esta expresion es traducida como x + 30 = y. Este error puede evitarse
pensando que si el nimero x supera a y, significa que y es mds pequefio, por lo que hay que sumarle
a él la cantidad necesaria para igualar a x.
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Ahora si, plantearemos en lenguaje algebraico algunas situaciones concretas.

Ejemplo 82. Usando el lenguaje matematico. Si al doble de un nimero se le
resta su mitad resulta 84. ;Cudl es el niimero?

Solucion: Llamemos x al nimero buscado (este paso es fundamental, es decir,
antes de comenzar a plantear un problema se debe indicar siempre qué representa
cada letra o simbolo utilizado). En el enunciado aparecen involucrados el doble
del niimero, es decir 2, y también su mitad %, y establece que

x

2z - — =84.

2
En la seccién siguiente veremos como resolver la igualdad anterior, por ahora
solamente nos centraremos en el planteo. «

Ejemplo 83. En un avién viajan 420 pasajeros de tres nacionalidades: argenti-
nos, uruguayos y chilenos. Hay 40 chilenos mds que uruguayos, y de argentinos
hay el doble que de uruguayos y chilenos juntos. ;Cudntos hay de cada pais?

Solucion: Denotemos con y a la cantidad de uruguayos que viajan en el avion.
Entonces la cantidad de chilenos es y + 40, y la cantidad de argentinos se re-
presenta como 2(y + (y + 40)). Luego, la traduccién algebraica del problema
es

y+ (y+40) +2(y + (y +40)) = 420. «

> El planteo matematico de algunos problemas es mds sencillo si trabajamos
con mds de una incognita. Este es el caso de las siguientes situaciones.

Ejemplo 84. Usando mas de una incégnita. Hallar la medida de los lados de
un rectangulo cuyo perimetro es 24 unidades, y cuyo lado mayor mide el triple
que su lado menor.

Solucion: Para traducir esta situacién al lenguaje matemadtico, podemos llamarle
x a la longitud del lado menor del rectdngulo, e y a la del lado mayor. Puesto
que su perimetro es 24, sabemos que

2@+ 2y = 24. (4)
Ademads se afirma que el lado mayor mide el triple que el menor, es decir
y = 3x. (B)

Las dos igualdades (A) y (B) deben cumplirse simultdneamente. Esto se conoce
con el nombre de “sistema de ecuaciones”, y su resolucién serd estudiada en la
Seccién 4.4. &
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Ejemplo 85. Determinar las edades de dos personas sabiendo que la suma de
sus edades hoy es de 64 afios, y que dentro de 8 afios el mayor tendré el triple de
edad que el menor.

Solucion: Llamemos x a la edad que tiene hoy la persona menor, e y a la edad
que tiene hoy la mayor. Sabemos que

r+y=64. (a)

La edad de cada una dentro de 8 afios es = + 8 e y + 8, respectivamente. En
ese momento, el mayor tendra el triple que el menor, por lo que para que sean
iguales hay que multiplicar la edad del menor por 3 (o dividir a la del mayor por
3). Es decir

3(z+8)=y+8. (b)

Al igual que antes, las igualdades (a) y (b) deben cumplirse a la vez. «

«? Finalmente, veremos problemas en los que aparecen una o mds desigualdades
en lugar de una igualdad, las cuales reciben el nombre de inecuaciones, y serdn
estudiadas en detalle en secciones posteriores.

Ejemplo 86. Usando desigualdades. Si al doble de la edad de Jeremias se le
resta 19 afios, el resultado es menor que 37. Pero si al tercio de su edad se le
suma 10, entonces el resultado es mayor que 18. ;Cémo se expresan mediante
desigualdades estas expresiones?

Solucion: Si llamamos x a la edad de Jeremias, el enunciado afirma las dos

condiciones siguientes:

20 -19<37 y §+10>18. «

En las secciones siguientes nos ocuparemos de resolver los planteos anterio-
res: ecuaciones, inecuaciones y sistemas.

Ejercicios 4.1

Expresar en lenguaje matematico las siguientes situaciones problemdticas
(no resolverlas). Recordar definir siempre la/s variable/s involucrada/s, es decir,
siempre se debe indicar qué representa cada letra utilizada. <

1. a El kilo de manzanas cuesta el doble que el kilo de limones. Si por 3 kilos
de manzanas y 5 kilos de limones se pagdé $165, ;cudnto cuesta el kilo de
cada uno?

2. [@] Tres hermanos se reparten 1300 pesos. El mayor recibe el doble que el
mediano quien, a su vez, recibe el cuddruple que el pequefio. ;Cudnto recibe
cada uno?
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3. @ En un estadio de fiitbol hay 43200 personas. Si sabemos que hay 4800
locales mds que visitantes, ;cudntos locales y cudntos visitantes hay?

4. & Se han consumido las 7/8 partes de un bidén de agua. Afiadiendo 38 litros
se llena hasta las 3/5 partes. Calcular la capacidad del bidén.

S. E\’ Agustin hizo un viaje en su auto, en el cual consumi6 20 litros de nafta.
El trayecto lo hizo en dos etapas: en la primera, consumi6 2/3 de la nafta
que tenia el tanque, mientras que en la segunda etapa consumi6 la mitad de
la nafta que le quedaba en el tanque luego de la primera. Hallar una igualdad
para determinar los litros de nafta que tenia Agustin en el tanque antes de
partir.

4.2. Resolucion de ecuaciones

Si se comprende el proceso que se utiliza, resolver ecuaciones puede ser mas
simple de lo que uno imagina. Comencemos recordando qué es una ecuacion.

(&
Una ecuacion es una igualdad entre dos expresiones conteniendo uno o
mds valores desconocidos.

Las expresiones que aparecen a ambos lados del simbolo = (igual) se llaman
miembros de la ecuacion.

Aprenderemos a resolver ecuaciones que tengan solamente un valor desco-
nocido. Al valor desconocido se lo llama incognita, y se lo suele denotar con z,
pero puede representarse con cualquier otra letra.

Antes de ver como resolver ecuaciones, hay que entender qué significa esto.
Resolver una ecuacién es simplemente hallar el valor (o los valores) de la in-
cégnita, de manera que la igualdad sea cierta si reemplazamos dicha incognita
por cualquiera de los valores hallados. Dependiendo del caso, el valor buscado
puede ser Unico, pueden existir varios valores que hagan la igualdad cierta, o
puede ocurrir que no exista ninguno. Cualquier valor que haga cierta la igualdad
se llama solucién de la ecuacién. Luego, una ecuacién puede tener una dnica
solucién, varias o ninguna, y es llamada identidad cuando es verdadera para
cualquier valor de la incégnita. Cuando la ecuacién esté modelando un problema
concreto, habra que elegir entre todas las soluciones de la ecuacién, aquellas que
tengan sentido en el contexto del problema, y descartar las que no lo tengan (ver
Ejemplo 112).

> Notar que siempre es posible saber por nuestra cuenta si hemos resuelto
correctamente la ecuacién. Por ejemplo, para saber si z = 1 es solucién de la
ecuacion

r+3=5-z,
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podemos reemplazar = por 1 en ambos lados de la igualdad (miembros) para
obtener

1+3=5-1,
lo cual es cierto ya que el resultado es 4 en ambos.

El procedimiento anterior se denomina verificacion, y consiste en compro-
bar que la igualdad se cumple al reemplazar la incégnita por el o los valores
obtenidos.

Se dice que dos ecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto de
soluciones. Utilizaremos el simbolo <= (que se lee “si y solo si”) para conectar
dos ecuaciones que son equivalentes. La clave para resolver una ecuacién es
transformarla en ecuaciones equivalentes cada vez mas simples, utilizando la
propiedad uniforme. Esta propiedad establece que:

Si se realiza la misma operacién con el mismo niimero en ambos
miembros de una ecuacion, se mantiene la igualdad.

«? La propiedad uniforme es la base para resolver ecuaciones, y es la que justifi-
ca lo que en lenguaje coloquial expresamos como “pasar” algo de un lado a otro
de la igualdad. La palabra “pasar” simplemente abrevia una serie de pasos ma-
tematicos utilizados con el fin de llegar a despejar la incégnita x. Por ejemplo,
para resolver la ecuacién

6(x—-4)>-15=33

lo primero que uno hace es “pasar” al otro lado el nimero 15 sumando. Pero,
(por qué lo pasa sumando? Comprender esto es la clave para lograr resolver en
forma correcta las ecuaciones. En realidad, matematicamente lo que se hace es
lo siguiente:

6(x—-4)*-15+15=33+15 sumar 15 a ambos lados
6(x-4)>+0=33+15 -15+ 15 = 0 por ser opuestos
6(x—4)> =48 33 +15 = 48.

En lo anterior usamos la propiedad uniforme en el primer paso, luego usamos
la propiedad asociativa de la suma, la propiedad de existencia del opuesto y,
finalmente, que el cero es neutro para la suma. Todas esas operaciones y propie-
dades se resumen al decir informalmente que “pasamos” el 15 sumando, y en la
préctica los pasos intermedios se omiten o reducen.

De la misma forma, con el fin de despejar = ahora “pasamos” el niimero 6
para el otro lado. En este caso, como estd multiplicando “pasa” para el otro lado
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dividiendo, ya que para eliminarlo lo que hacemos es dividir ambos lados de la
igualdad por 6:

p(z-4)° 48
- f 6

(z-4)%=8 % =1, por eso se “cancelan”.

dividir ambos miembros por 6

Abhora, aplicamos raiz ctibica a ambos lados (es la forma de “pasar” el nimero 3
que estd como exponente hacia el otro miembro), y resolvemos para obtener

r—4=2.

En lo anterior hemos usado la férmula (2.3.3) (pagina 51) ya que, al ser 3 un
nimero impar, el cubo y la raiz cubica se “cancelan” directamente. Finalmente,
sumamos 4 a ambos lados (informalmente, “pasamos el 4 sumando™) y se obtie-
ne z = 6. Por fortuna, podemos verificar si este valor es correcto, poniendo 6 en
cada lugar donde decia x en la ecuacién original:

6(6-4)° - 15 = 33.

Es facil ver que el lado izquierdo da como resultado 33, asi que la respuesta
x = 6 es correcta.

7> Es muy importante dar la respuesta al problema, es decir, indicar el con-
junto S cuyos elementos son las soluciones para la ecuacién. En este caso, tene-
mos S = {6}.

A Se debe notar que no hay una tinica manera de resolver una ecuacion, pero
si es importante tener en cuenta la jerarquia entre las operaciones: para despejar
la incégnita siempre se comienza “pasando” al otro lado lo que estd “mads lejos”
de ella, en el sentido de la resolucién de operaciones combinadas. Por ejemplo,
una vez obtenido

6(x—4)%=48
hubiera sido incorrecto si en el paso siguiente escribimos

6(x-4)= V48 X

El error se detecta rapidamente si, ante la duda, en lugar de “pasar” la potencia
aplicamos raiz cibica a ambos lados:

6(z-4)° =48 <« 6(z-4)3=V18 <« %.é‘/<x_4>¢:m,

es decir,

V6.-(z-4)=¥18. v

Esto muestra un camino diferente de proceder, “pasando” correctamente la raiz
cubica antes que el 6, el cual también es valido.
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Veremos ahora algunos ejemplos de resolucidn de ecuaciones, ilustrando di-
ferentes técnicas segtn el caso, asi como ciertos errores frecuentes con el fin
de evitarlos luego. Es importante la lectura de los mismos, ya que contienen las
herramientas fundamentales para la resolucién de ecuaciones.

Ejemplo 87. Resolver la ecuacién 6(x +2) — 21 = 3(x + 1).

Solucion:

6(x+2)-21=3(x+1)

6x+12-21=3z+3 propiedad distributiva del producto
6rx-9=3z+3 se resolvi6 12 — 21
6z -3x=9+3 se sumo6 9 — 3z en ambos miembros
3x =12 se resolvid
r=4 se dividieron ambos miembros por 3.

> El paso “se sumé 9 — 3z en ambos miembros” es lo que suele expresarse
informalmente como “llevamos a un lado todo lo que tiene x, y al otro lo que no
tiene z”.

Luego de realizar la verificacion (este es un paso que debe hacerse siempre,
aunque lo omitiremos algunas veces aqui), podemos concluir que el conjunto
solucién de la ecuacién es S = {4}. K

Ejemplo 88. Un error frecuente. <
Cuando no se comprende el proceso utilizado para despejar la incégnita en
una ecuacion, pueden cometerse errores como el siguiente:

30
67=30 <= w="-=-5. X
Es decir, el nimero 6 que estd multiplicando a la incégnita se lo “pasa” dividien-
do, y como es positivo se lo “pasa” ademds como negativo. Incluso a veces, por

ser positivo, suele verse lo siguiente:
6r=30 <= x=30-6=24. X

Todos estos errores pueden evitarse pensando cudl es la propiedad que hace que

el nimero 6 se “elimine” del lado izquierdo: dividir ambos miembros por 6 como
sigue

30

6z = 30 6;:6 — z=5 V «
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Ejemplo 89. Resolver la ecuacién 5% + 3v/2z - 6 = 235 - 9.

Solucion:

524+3vV22-6=235-9

25 + 3v/2x - 6 = 31 se resolvié 57 y también 235 — 9
3vV2zr -6=31-25 se rest6 25 en ambos miembros
3V2r-6=6 se resolvi6 31 — 25
2z -6 = g se dividieron ambos miembros por 3
2r -6 =2 se resolvid g
2z — 6 = 22 se elevaron ambos miembros al cuadrado
20=4+6 se sumo 6 en ambos miembros
2z =10 se resolvi6 el miembro derecho
T = 1—20 se dividieron ambos miembros por 2
r=5 se resolvi6

?.

Luego de realizar la verificacion, podemos concluir que el conjunto solucién de
la ecuacién es S = {5}. «

En lo anterior, uno de los pasos consistié en “elevar al cuadrado” ambos
miembros de la ecuacién. Como se muestra en el ejemplo siguiente, esto a veces
puede introducir una solucioén ficticia, por lo que la verificacién se convierte, en
este caso, en un paso fundamental para la resolucion de la ecuacidn.

Ejemplo 90. Cuidado al elevar al cuadrado. <3

Supongamos que tenemos la ecuacién \/x — 3 = -2, y para resolverla eleva-
mos ambos miembros al cuadrado para eliminar el radical. Entonces obtenemos

r-3=(-2)?=4,
lo cual implica x = 7. Verifiquemos si x = 7 es solucién de la ecuacién:
VTi-3=Vi=22-2. X

(Por qué elevar al cuadrado gener6 una solucién incorrecta? Si observamos la
ecuacion original, del lado izquierdo tenemos una cantidad positiva (o cero),
mientras que del derecho, una negativa. Esto permite concluir que ningin va-
lor de x hard cierta esta igualdad, es decir, S = @. Al elevar al cuadrado ambos
miembros los convertimos en positivos, y generamos asi soluciones para la nueva
ecuacién, que no necesariamente resuelven la original. A continuacién amplia-
remos esto, y veremos como proceder en estos casos para determinar la solucién
de la ecuacion dada. «
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?

& En el ejemplo anterior, ;cudl es la operacion que generd una solucién
ficticia? Cuando, para eliminar el radical, elevamos un nimero a una potencia
par podemos introducir una solucion ficticia. El motivo es el siguiente:

a=b= a’=0%

Sin embargo,
2 _ 12 _ 2 _ 12 —
a“=b"=a=b pueslocorrectoes a“=b" = |a|=1d,

ya que V2 = |z, segin la férmula (2.3.3) en la pagina 51 aplicada para n = 2.

7 El razonamiento matemético para cuando trabajamos con implicaciones en
lugar de equivalencias es el siguiente: si x es solucién de la ecuacién original,
entonces debe satisfacer la obtenida al elevar la misma al cuadrado. Eso no signi-
fica que lo reciproco sea cierto: no todo valor que satisfaga la ecuacion resultante
de elevar al cuadrado la original, serd solucion de ella. La importancia de los
valores obtenidos al resolver la nueva ecuacion es que, si la original tiene
soluciones, estas se encontraran entre dichos valores. Luego, para hallar las
soluciones de la ecuacién dada, simplemente debemos verificar cudles de estos
valores la satisfacen. Si ninguno lo hace, la ecuacién no tiene solucién. Este es
el procedimiento que debe efectuarse siempre que se trabaje con ecuaciones que
involucren radicales. En el Ejemplo 102 volveremos a ilustrar esto.

Ejemplo 91. Ecuaciones con valor absoluto. Resolver 2|z — 4| -1 =5.

Solucion:
2x-4l-1=5 <= 2z-4|=6 < |z -4|=3.

Si |y| = 3, por definicién se tiene que y = 3 0 y = —3. En simbolos,
lyl=3 <= y=3 o y=-3.

En este caso, lo que cumple el rol de y es todo lo que estd dentro del valor
absoluto, es decir, = — 4. Luego

|t —4|=3 <= 2-4=3 o x-4=-3.

Estas dos igualdades arrojan z = 3+ 4 = 7, 0o bien x = -3 + 4 = 1. Puesto
que el conjunto solucién S consiste en todas las soluciones posibles, tenemos
que S = {7, 1}, como puede verificarse reemplazando x por estos valores en la
ecuacioén original. «

Como vimos en el Ejemplo 90, al elevar ambos miembros de una ecuacién
al cuadrado (o cualquier otra potencia par), se pueden introducir soluciones fic-
ticias. La clave estd en que Va? = |z| (y no simplemente x, como suele verse
cuando se “simplifican” el indice con el exponente). Recordar esto es funda-
mental para no “perder” soluciones al aplicar raices con indice par en ambos
miembros de una igualdad, como se muestra en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 92. Cuidado al cancelar indices y exponentes pares. <3

Considerar la ecuacién %(m +5)% = 8. Veamos un error muy frecuente al
resolver este tipo de ecuaciones, que lleva a “perder” soluciones:

1
§(x+5)2:8<=> (£+5)2=16 < 2+5=4 «— z=-1. X

Si bien z = -1 es una de las soluciones de la ecuacién, al “pasar” la raiz en
forma incorrecta perdimos otra de ellas. En este caso, la resolucién correcta es

1
5(3:+5)2 =8 < (z+5)2=16 < \/(#+5)2=V16 < |z+5|=4. ¢
Esta tdltima igualdad de traduce en las posibilidades

z+5=4 o T +5=-4,

lo cual induce las dos soluciones © = -1 y « = 9. Entonces S = {-1, -9}. «

El siguiente ejemplo muestra otra forma de perder soluciones, al “cancelar”
expresiones que se anulan para algtin valor de la incégnita.

Ejemplo 93. Cuidado de no dividir por cero. <»

La propiedad uniforme implica que si @ = b entonces a : ¢ = b : ¢ para todo
c permitido en la division, es decir, siempre que ¢ # 0. Es por eso que hay que
tener cuidado, cuando “pasamos dividiendo” una expresion, de asegurarnos de
que esta sea distinta de cero, y considerar aparte el caso que sea cero, para no
perder alguna de las soluciones de la ecuacién. Para ilustrar esto, consideremos
las siguientes ecuaciones:

32— 6=8zx-16, 22— 2?2 +22-2=62-6.

Una forma de resolver la primera es sacando el nimero 3 como factor comin
del miembro izquierdo y el 8 del miembro derecho, para obtener

3(x-2) =8(x-2).

Si en la expresion anterior “cancelamos” (x — 2), obtenemos 3 = 8, lo cual no
es cierto y podria hacernos pensar que la ecuacién no tiene solucioén. Sin em-
bargo, el error estd en que cuando “cancelamos” en realidad estamos utilizando
la propiedad uniforme para dividir ambos miembros por (z — 2). Al hacer esto,
para no dividir por cero debemos pedir que = # 2. Entonces, resta considerar el
caso x = 2: debemos preguntarnos si este valor es o no solucién de la ecuacién
dada. Para ello reemplazamos por dicho valor en la ecuacién original, y vemos
que ambos miembros valen cero. Es decir, la igualdad se cumple, y por lo tanto
x = 2 es solucién de la ecuacién. Luego, el conjunto solucién es S = {2}.

104



4.2. Resolucién de ecuaciones

Lo mismo ocurre con la segunda ecuacidn, en la que si sacamos factor
comin z2 de los dos primeros términos de la izquierda, de los dos restantes
sacamos 2 como factor comun, y en el miembro derecho sacamos el nimero 6
como factor comiin, nos queda

2?(x-1)+2(z-1)=6(z-1).

Si sacamos ahora factor comun (z — 1) del lado izquierdo, la ecuacién anterior
resulta
(z-1)(z*+2) =6(z-1).

Entonces consideramos dos posibilidades: x = 1 y « # 1. En este tltimo caso
podemos dividir ambos miembros por (x — 1), ya que esta cantidad no es cero,
y obtenemos
z°+2=6.

Esto es equivalente a 2 = 4, cuyas soluciones son 2 = 2'y 2 = —2 (recordar que
Va2 = |z]). Sin embargo, no debemos olvidarnos de considerar la posibilidad
x = 1, para determinar si este valor forma parte o no de las soluciones. Reempla-
zando x por dicho valor en la ecuacién original se obtiene cero a ambos lados del

signo igual, por lo que x = 1 también es solucion. Asi, como puede verificarse,
S={2,-2,1}. K

Ejemplo 94. La incégnita en el exponente. Resolver la ecuacién 53772 = 20.

Solucion: Para “bajar” el exponente aplicamos logaritmo a ambos miembros (en
este caso en base 5) y luego usamos una de las propiedades del logaritmo (ver
pdgina 36) para “cancelar” las operaciones (pues log, (a*) = zlog, a = z):

55772 = 20 <= log; (5°"7?) = log; 20 <= 3z - 2 = log; 20.

Puesto que logs 20 ~» 1.861, podemos obtener un valor aproximado de la solu-
cidén resolviendo la ecuacion

37 -2=1.861,

cuya solucién es = = % = 1.287. Para verificar que el valor z = 1.287 aproxi-

ma a la solucién, reemplazamos en la ecuacion para obtener

53~1.287—2 _ 51.861 ~ 20.

Trabajar con aproximaciones numéricas sirve para dar una idea del valor de
la solucién en problemas concretos. Pero, en este caso, dicha solucién puede
expresarse de manera exacta como

2 + logs 20
=

de modo que el conjunto solucién es S = {z*}. «

*

T
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Ejemplo 95. La incognita en el exponente: usando propiedades de la poten-
cia. Resolver la ecuacién 27167 = (0.5)*78.

Solucion: Notar que en este caso es posible expresar todas las potencias invo-
lucradas en la ecuacién en una misma base. Asi, la misma puede reescribirse

como ~ e
2 (2 T =(27Y)" .
Usando las propiedades de la potencia, podemos a su vez reescribirla como

21—4w _ 2—:c+8

)

es decir,
2*3% — 2*I+8.

Aplicamos ahora logaritmo a ambos miembros (en este caso en base 2) y luego
usamos una de las propiedades del logaritmo para “cancelar” las operaciones:

log, (2777) = log, (277°) = -3z = -z + 5
Resolviendo esta ecuacién obtenemos x = —4. Realicemos la verificacion:
x=-4: 2—4164 _ 2—4216 _ 212 _ 24+8 - (0.5)—4—8. /

Por lo tanto, podemos concluir que el conjunto solucién es S = {—4}. &

A Al resolver una ecuacién suponemos que x es un valor que satisface la
igualdad y, a partir de ello, operamos. Pero suponer que satisface la igualdad
implica suponer que las operaciones involucradas en la misma estdn bien defi-
nidas para dicho valor. Esto aqui significa que no genera denominadores nulos,
radicandos negativos cuando haya indices pares o logaritmos de un nimero ne-
gativo o cero. En otras palabras, suponemos que z es un valor “permitido” para
la ecuacion dada. Al momento de resolver una ecuacion, es fundamental iden-
tificar los valores permitidos, para descartar como solucién aquellos que no lo
sean. El siguiente ejemplo ilustra el caso de los valores que deben descartarse
debido a que generan un denominador nulo.

Ejemplo 96. Valores no permitidos: generan denominadores nulos. <

Resolver la ecuacion 3% =1 + -2,
r—3 x-3

Solucion: Puesto que la expresion x — 3 aparece en los denominadores, esto
automadticamente descarta a = 3 como solucién de la ecuacién, pues al reem-
plazar x por el valor 3, estarfamos dividiendo por cero. Teniendo esto presente,
es decir, si x # 3, resolvamos ahora la ecuacion:

<:>3x:(l+x?3)(x—3).
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Aplicando la propiedad distributiva en el miembro derecho se obtiene
3r=x-3+9,

lo que equivale a 2z = 6, y por lo tanto = = 3. Puesto que este valor era no permi-
tido, se concluye que la ecuacién no tiene solucién. A diferencia del Ejemplo 93
en el que dividimos por cero, en este caso la estrategia de multiplicar a ambos
miembros por z — 3 es correcta, solamente que la solucién obtenida estaba des-
cartada de antemano. «

> El ejemplo anterior muestra cémo se procede cuando se trabaja con ecua-
ciones que involucran fracciones algebraicas, o cualquier expresion en la cual la
incdgnita aparece en un denominador: se deben descartar todos los valores de
la misma que anulen a alguno de los denominadores dados. En ecuaciones con
logaritmos, los valores permitidos para la incégnita son aquellos que no generan,
en la ecuacién dada, ningtin logaritmo de un nimero negativo o cero. [lustramos
esto en los ejemplos a continuacion.

Ejemplo 97. Ecuaciones con logaritmos. Resolver la ecuacion

logs(3z) —logs (22 +1) = 0.

Solucion: Los valores permitidos son aquellos x tales que
x>0 y 2x+1>0. (1)

Esto significa que los valores de z que no satisfagan alguna de estas dos desigual-
dades no podran ser solucién de la ecuacion, ya que generarian una operacion
no definida.

Para resolver este tipo de ecuaciones se utilizan las propiedades de los loga-
ritmos:

3z
logs(3x) —logs (22 + 1) = logs (2x 1 ) ,

por lo que la ecuacion dada se reescribe como

3z
log- =0
Ogd(2x+1)

Notar que aqui el denominador 2z + 1 es distinto de cero, pues requerimos que
esta cantidad sea positiva al determinar los valores permitidos para x. Suponga-
mos que existe un valor de x dentro de los permitidos (es decir, que verifica las
dos desigualdades en (1)) que satisface la ecuacion. Ahora trataremos de hallar-
lo. De la definicién de logaritmo, la tltima igualdad vale si y solo si

50 - 3z
x4+ 1]
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De esta manera, hemos eliminado el logaritmo para obtener la ecuacién equiva-

lente
3x

2z 41’
la que, a su vez, equivale a 3z = 2z + 1, cuya solucién es = 1. Notar que este
valor satisface las dos desigualdades establecidas al comienzo:

3-1>0 y 2-1+1>0,

por lo tanto es un valor permitido para la solucion. Resta entonces realizar la
verificacidn, para comprobar que es solucién de la ecuacion:

z=1: logs(3-1)—logs(2-1+1) =log;3-log;3=0.

Luego, el conjunto solucién es S = {1}. «

Ejemplo 98. Valores no permitidos: generan logaritmos de cantidades no
positivas. <

Resolver la ecuacién logs (2 — 4) + logg (x +4) = 2.

Solucion: Los valores permitidos son aquellos x tales que
z-4>0 y x+4>0.

Para resolver la ecuacion, sea x un valor que satisface la ecuacion. Para ha-
llarlo, aplicando la propiedad de la suma de logaritmos de igual base, tenemos
que

logs (- 4) + logs(x + 4) = logs (z - 4) - (x +4)),
por lo que la ecuacion dada puede reescribirse como
logs ((z—4)-(z+4)) =2.
De la definicién de logaritmo, esto vale si y solo si
(z-4)-(z+4)=3%
lo cual es equivalente a
z®-16=9.

Esta tltima igualdad equivale a 2% = 25, y sabemos que los valores posibles de
x que satisfacen esto son z = 5 y x = —5. Sin embargo, solamente el primero de
ellos satisface las dos desigualdades requeridas para los valores permitidos, por
lo z = -5 se descarta. Reemplacemos entonces en la ecuacién para verificar que
x =5 es solucion:

z=5: logs(5-4)+logy(5+4) =logg1+logs9=0+2=2. ¢

Luego, el conjunto solucién es S = {5}. «
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> Para el caso de ecuaciones que involucran radicales con indice par, los valores
permitidos para la incégnita son aquellos que no generan radicandos negativos.
Se ilustra el modo de resolver ecuaciones de este tipo en el ejemplo siguiente.

Ejemplo 99. Valores no permitidos: generan radicales con indice par y ra-
dicando negativo. <»

Resolver la ecuacion vV — 3 = /2x — 4.

Solucion: Los valores permitidos son aquellos x tales que
r-3>0 y 2r-4>0.

Para resolver la ecuacion, comenzamos elevando ambos miembros al cua-
drado para eliminar los radicales, obteniendo la ecuacién

r—-3=2x-4.
Hallemos su solucion:
r-3=2x-4<—= -3+4=2x-u,

es decir, x = 1. Sin embargo, este valor no es permitido ya que no satisface nin-
guna de las desigualdades requeridas al comienzo (como antes, no satisfacer al
menos una de ellas es suficiente para descartarlo). Por lo tanto, no existe ningtin
nimero real que sea solucién de la ecuacion dada, y S = @. «

N\
CJ/ Con el fin de reforzar todo lo visto hasta aqui, resumimos a continuacién
los casos en los que se debe tener cuidado:

= Formas de generar soluciones ficticias: al elevar al cuadrado (u otra
potencia par). Los valores que no resulten solucion se detectaran al realizar
la verificacion. Ver Ejemplo 90.

= Formas de “perder” soluciones:

* al simplificar incorrectamente exponentes e indices pares. Ver Ejem-
plo 92;

* al dividir por una expresion y no considerar el caso en que la misma
se anule. Ver Ejemplo 93.

* los que generen denominadores iguales a cero. Ver Ejemplo 96;

* los que generen logaritmos de cantidades no positivas. Ver Ejem-
plos 97 y 98;

* los que generen radicandos negativos. Ver Ejemplo 99.
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>
CJ/ Algunas ecuaciones pueden ser llevadas a una forma particular: un pro-
ducto de factores en un miembro, y cero en el otro. Para resolver este tipo de
ecuaciones se utiliza una propiedad conocida como propiedad del producto
cero, la cual establece que:

Un producto de factores es cero si y solo si uno o mas
de los factores son iguales a cero.

El siguiente ejemplo muestra una aplicacién de la propiedad del producto
cero.

Ejemplo 100. Un producto igual a cero. Resolver la ecuacién
(z-2)(z*-1)=0.

Solucion: Por la propiedad del producto cero, sabemos que la ecuacion se satis-
face si y solo si uno o ambos factores son cero. Es decir

r-2=0 o 2*-1=0.
Resolviendo estas ecuaciones se obtiene

=2 o z=V1=1

Luego, tenemos que S = {2, 1}. Se puede ver en la ecuacién original que cual-

quiera de estos dos valores anulan el miembro izquierdo. «

Ejemplo 101. Resolver la ecuacién z* — 23 + 2 — 3z = 6.

Solucion: La ecuacién dada es equivalente a 2* —23+12~32—6 = 0. Factorizando

el polinomio que aparece a la izquierda, la ecuacién se transforma en
(z-2)(x+1)(z*+3) =0.

Por la propiedad del producto cero, sabemos que la ecuacién se satisface si y
solo si alguno de los factores es cero. Es decir

r—-2=0, rz+1=0 0 22 +3=0.

La tltima opcién no es posible ya que 2% +3 > 0+3 = 3 > 0, por lo que solamente
pueden valer las dos primeras. Resolviendo estas dos ecuaciones se obtiene

T =2 o x=-1.

Entonces S = {2, —1}. Se puede ver en la ecuaci6n original que cualquiera de
estos dos valores hacen que el miembro izquierdo valga 6. &
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Ejemplo 102. Descartando soluciones ficticias. <
Hallar los valores de x que satisfacen la igualdad =z + 4 = vz + 10.

Solucion: Los valores permitidos para = son aquellos tales que x + 10 > 0, pues
si el indice es par entonces el radicando no puede ser negativo. Para resolver
la ecuacién, elevamos ambos miembros al cuadrado para eliminar el radical, y
obtenemos:

(z+4)* =z +10.

Resolvamos esta ecuacion:

(z+4)*=z+10 =22 +8z+16 =2+ 10

2’ +Tz+6=0.

Aplicando la regla de Ruffini, el polinomio que aparece en el miembro izquierdo
puede factorizarse como (x + 1) (= + 6), por lo que la ecuacion se transforma en

(z+1)(z+6)=0.

Por la propiedad del producto cero, las soluciones son z = -1 y £ = —6. Ambos
valores son permitidos, pues ninguno genera radicando negativo en la ecuacién
original. Sin embargo, puesto que hemos elevado al cuadrado para resolver, pu-
dimos haber introducido una solucidn ficticia. Para determinar esto, debemos
verificar la validez de la ecuacién original con cada valor obtenido. A continua-
cién calculamos el valor de ambos miembros de la ecuacién dada para cada uno
de los valores obtenidos, para determinar si se cumple la igualdad o no:

z+4 va+10
z=-1 -1+4=3 V-1+10=3, v
z=-6 -6+4=-2 6+10=2. X

Por lo tanto, el conjunto solucion es S = {-1}. «

Como consecuencia de la propiedad del producto cero se obtiene la del co-
ciente cero:

Un cociente es cero si y solo si el numerador es cero
(y el denominador es distinto de cero).

Ejemplo 103. Un cociente igual a cero. Resolver la ecuacion

a®+3z-18

0.
241
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Solucion: Observemos primero que el denominador que aparece en la ecuacién
nunca es cero, ya que 22 + 1 >0+ 1 = 1 > 0. Por la propiedad del cociente cero,
sabemos que la ecuacién se satisface si y solo si el numerador es cero. Es decir,
la ecuacidn se transforma en

22 +3x-18=0.

Para resolver esta ecuacion® aplicamos la regla de Ruffini para factorizar el po-
linomio del miembro izquierdo como 2 + 3z — 18 = (2 +6)(x - 3). Por lo tanto,
la ecuacion que debemos resolver es

(z+6)(x-3) =0.

Aplicando ahora la propiedad del producto cero sabemos que las posibilidades
son
z+6=0 o z-3=0.

Resolviendo estas ecuaciones se obtiene x = —6 o © = 3. Puesto que ninguno
de estos valores anula al denominador ya que, como dijimos al principio, este
nunca se anula, ambos estdn permitidos. Por lo tanto, el conjunto solucién es
S ={-6, 3}. «

@) Para resolver ecuaciones en GexGebra se dispone del comando Resuelve,
donde se coloca entre paréntesis la ecuacion en la cual la incégnita siempre debe
llamarse z. Otra opcion es ingresar la ecuacion tal como aparece en el campo
de entradas, y aparecerd un botén que dice RESUELVE. La salida serd una o
mas lineas verticales indicando el o los valores de la solucién. Si la ecuacion es
polinémica se indicard también una lista con las soluciones.

Ejercicios 4.2
1. Resolver los problemas planteados en los Ejemplos 82 y 83, de la pagina 96.

2. Resolver los problemas planteados en los Ejercicios 1 a 5 de la Seccién 4.1.
3-24. Resolver las ecuaciones. Recordar que se debe expresar la solucion y
realizar la verificacion (analizar antes cudles son los valores permitidos).

3. 2(x+3)-5(-2x+1)=22-19

4. 243-22=-11

x
4
5. 2= Y57

6. Bzl 420 o gy 3

*En la seccién siguiente veremos una férmula para resolver este tipo de ecuaciones.
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10.

11.

12.
13.
14.
15.
16.

17.
18.
19.
20.
21.
22,
23.
24.

25.

26.

3l =81

5%.25% =125

23w — (0.5)391-*—2
VR =3
log(z +1) +logh =log(x - 3)

logs ((2z - 5)*) =8

logg(z +1) +logg (9(x+1)) =2

:

log, 81 -2log, 3 =2
log, x + log, (2 + 6) = 4

In(z+8)=Inz+In8

log/8x+2—-logv/xr—4=1-log2

Factorizar para resolver las siguientes ecuaciones polindmicas:

@ z*-322-322+112-6=0
(b) 22° +22* - 1623 - 2422 =0
(c) z%—-252* +22 =25

d) 2242 + 222 =23+ -2

(e) 23 +52% +x =322+ 16z + 36

O Ingresar las ecuaciones polindmicas del ejercicio anterior en el campo de
entradas de Ge:zGebra para comparar con los resultados obtenidos.
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27. ﬂ Cintia quiere ser cantante. Tiene un contrato discografico que le paga una
tarifa base de $4000 pesos mensuales y $120 por cada disco que vende. El
mes pasado gané un total de $8440. Escribir una ecuacion que determine el
nimero de discos que vendi6 Cintia el dltimo mes, y resolverla.

28. Al multiplicar un cierto niimero por 81, este aumenta en 154000 unidades.
(Cuadl es dicho nimero?

29. La suma de tres nimeros impares consecutivos es igual a 99. Hallar la suma
de los dos niimeros mayores.

30. @ Hay 3400 personas en un estadio. Se observa que por cada 10 visitantes
habia 24 locales. ;Cudntos locales asistieron?

31. B8 La suma de las edades de 4 amigos es 46. José y Franco tienen la misma
edad. Francisco supera en 3 afios a la mitad de la edad de cada uno de ellos,
mientras que Luciano tiene 4 afios mds que Francisco. Determinar la edad de
cada uno.

4.3. Ecuaciones de segundo grado

En esta seccién veremos como resolver una ecuacion de segundo grado
(también llamada cuadratica), la cual es una de la forma

az? +br +c=0,

donde a, b y c son nimeros reales, con a # 0, y x es la incognita. Es decir, es un
polinomio de grado 2 igualado a cero. Aqui a es llamado coeficiente cuadratico,
b el coeficiente lineal y ¢ es el término independiente.

> Notar que pedimos el coeficiente cuadratico a distinto de cero para que
efectivamente sea un polinomio de grado 2, ya que si a = 0 entonces la ecuacién
es bx + ¢ = 0, la cual deja de ser cuadratica. Si b # 0, la solucion de esta ecuacion

lineal es x = —%.

Sin embargo, los coeficientes b o ¢ pueden ser cero. Si esto ocurre, es decir,
si al menos uno de ellos es cero, entonces la ecuacion cuadratica es sencilla de
resolver, aplicando las herramientas dadas en la seccién anterior. Analizaremos
estos casos en los dos ejemplos siguientes.

Ejemplo 104. Coeficiente lineal b = 0. Supongamos que tenemos la ecuacién
22° -8 =0.

Esta ecuacion se resuelve en forma directa con lo aprendido en la seccién ante-
rior, simplemente despejando z de la forma usual:

202 -8=0 < 212=8 <— 2?2=4 <— 1==+2.
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4.3. Ecuaciones de segundo grado

Luego, el conjunto solucién de la ecuacion es S = {2, -2}. Notar que el mismo
conjunto es solucién de
-22° +8=0.

Sin embargo, veamos qué ocurre si la ecuacién fuese
22° +8=0.
En este caso, con los mismos pasos anteriores obtenemos

2% =4

)

cuya solucién no existe en los reales pues ningtin niimero real elevado al cua-
drado da como resultado un nimero negativo. Lo mismo ocurre si tenemos la
ecuacion

222 -8 =0. «

El ejemplo anterior se escribe en forma general como sigue.

NG
CA/ La ecuacién cuadratica az? + ¢ = 0 tiene solucién real si y solo si
a - ¢ < 0 (es decir, o bien a y c tienen signos distintos, o bien ¢ = 0), y
. P _ = e . :
en tal. caso el conjunto solucién es S' = {:I:\ / ;}. Si ¢ = 0, el conjunto
solucidn se reduce a S = {0}.

Ejemplo 105. Término independiente ¢ = 0. Supongamos que tenemos la e-
cuacién
52° - 3z = 0.

Entonces podemos factorizar el miembro izquierdo, extrayendo a x como factor
comun:
x(bx—3)=0.

Por la propiedad del producto cero, sabemos que esto ocurre si y solo si
z=0 o bien 5z -3 =0.

Despejando « en la dltima igualdad obtenemos que el conjunto solucién de la
ecuacion dadaes S = {O, % . «

En forma general, factorizando ax? + bz = z(ax + b) tenemos que:

N
[Z El conjunto solucién de la ecuacién cuadrética ax? + bz = 0 es
S = o, ’;b} Si b = 0, el conjunto solucién se reduce a S = {0}.
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Capitulo 4. Ecuaciones e inecuaciones

Entonces solamente resta ver como resolver ecuaciones de segundo grado en
las que el polinomio involucrado es completo, es decir, con todos los coeficientes
distintos de cero:

az? + bz +c=0,

con a, by ¢ no nulos. Para resolverla, usaremos una técnica que se conoce como
completar cuadrados, que consiste en sumar y restar una cantidad adecuada,
de manera de hacer aparecer un trinomio cuadrado perfecto. Al sumar y restar
una misma cantidad en uno de los miembros, no estamos alterando la ecuacion,
pues lo que agregamos en total es cero.

Recordemos que un trinomio cuadrado perfecto (abreviado t.c.p.) es un
polinomio de tres términos que resulta de elevar-al cuadrado un binomio (ver
pagina 64). En particular, consideremos el que se obtiene de elevar al cuadrado
el binomio z + r, para algtn r real:

(x+7)? =22+ 2ra +r°.

Queremos sumar (y luego restar) una cantidad adecuada, para que aparez-
ca en la ecuacion original algo que tenga la “forma” del trinomio anterior. Esta
forma puede describirse como sigue: el término independiente () es el cuadra-
do de la mitad del coeficiente lineal (27), mientras que el coeficiente cuadratico
es 1. Antes de hacerlo en forma general, veamos un ejemplo para aclarar esta
frase.

Ejemplo 106. Completando cuadrados. Consideremos la ecuacién
z? =6z +5= 0.

En este caso el coeficiente lineal es —6, sumitad es -3,y (-3)? = 9, que no coin-
cide con el término independiente que es 5. El truco consiste en hacer aparecer
dicho 9, pero, para no afectar el resultado de la ecuacién, asi como lo sumamos
también lo restamos:

22 -6z +5=2"-62+9-9+5=(z-3)% -4
N—————

t.c.p.

Entonces la ecuacién se transforma en
(2-3)2-4=0 < (2-3)’=4 <= z-3=4+2,

lo que produce las opciones 1 = 2+3 =5y ze = -2+ 3 = 1 (se utiliza la
notacién x; y zo para indicar dos valores diferentes para las soluciones). Es
decir, el conjunto solucién es S = {5,1}. Puede verse ficilmente que estos dos
valores satisfacen la ecuacién original:

52-6-545=25-30+5=0 ¢ y 12-6-1+5=1-6+5=0. ¢ <
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> Notar que en el ejemplo anterior el signo del binomio viene dado por el signo
del coeficiente lineal, es decir, el trinomio proviene de resolver (3:+r)2, siendo r
la mitad del coeficiente lineal, que puede ser negativo o positivo.

Ejemplo 107. Resolver la ecuacién cuadritica 222 + 42 — 1 = 0 utilizando el
método de completar cuadrados.

Solucion: A diferencia del ejemplo anterior, el coeficiente cuadratico no es 1.
Entonces, el primer paso en este caso es extraer dicho coeficiente como factor
comun, para luego completar cuadrados en lo obtéenido:

2m2+4x—1:2(x2+2m—%):2(:1c2+2x+1—1—%)

t.c.p.
:m) = 2z +1)?-

Entonces la ecuacion se transforma en

20x+1)2-3=0 <— (2+1)?
lo que implica x1 = \/g—lyxg :—\/g—l. «

% Cuando el coeficiente cuadratico no es igual a 1, este debe extraerse como
factor comun. En el ejemplo anterior lo tomamos como factor comin de los
tres términos, pero también podriamos haberlo tomado solamente de los dos que
poseen x:

— x+1l=+\/%

N

20° +4z-1=2 (2" +2z) - 1
=2(z®+22+1 - 1)-1
_2(33 +2r+1)-2-1
=2(z+1)%-3.
Hacerlo de esta manera evitd incluir fracciones innecesarias. La tinica precau-
cién que debemos tener es que cuando llevamos el —r2 fuera del paréntesis (en

este caso es —1), no hay que olvidar que estd multiplicado por el factor comtin
(que en este caso es 2). ¥

No toda ecuacién cuadrdtica tiene siempre dos soluciones reales. Como
puede verse en los siguientes ejemplos, puede ocurrir también que tenga una
Unica solucidn, o incluso que no tenga ninguna.
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Ejemplo 108. Una ecuacion cuadratica con solucion tinica. Completar cua-
drados para resolver la ecuacién 22 — 2z + 1 = 0.

Solucion: En este caso el coeficiente lineal es —2, su mitades -1y (-1)2 =1, 1o
cual coincide con el término independiente. Esto significa que el polinomio del
miembro izquierdo ya es un trinomio cuadrado perfecto:

-2z +1=(z-1)%
Entonces la ecuacion se transforma en
(z-1)?2=0 <= |z-1=0 <= 2-1=0 < x=1.

Puede verificarse que reemplazando x por 1 en el miembro izquierdo de la ecua-
ci6n original se obtiene cero como resultado, por lo que S = {1}. &

Ejemplo 109. Una ecuacion cuadratica sin solucion. Resolver la ecuacion
cuadrética 2 — 22 + 3 = 0 utilizando el método de completar cuadrados.

Solucion: Aqui, al igual que en el ejemplo anterior, el coeficiente lineal es -2,y
el cuadrado de su mitad es 1, lo cual no coincide con su término independiente 3.
Entonces, al sumar y restar 1 se obtiene

22 -20+3= (2 -20+1)-1+3=(z-1)*+2.
Entonces la ecuacién se transforma en
(z-1)2+2=0 —  (z-1)*=-2.

La ultima ecuacién no tiene solucién, ya que ningtin numero real elevado al cua-
drado puede dar como resultado un nimero negativo. Por lo tanto, la ecuacién
no tiene solucién real y S = @. «

Siguiendo las mismas ideas de los ejemplos anteriores, consideremos ahora
el caso general
az® +bx +c=0,
con a no nulo. Completemos cuadrados:
2 2 b c 2 b b \2 b \2 c
ax +bx+c:a(x +7x+7) =alx”+ 2z + (—) —(—) + £
a a a 2a a

—_———
t.c.p.

2 2
:a(a:+%) +c—i’—a:a(x—h)2+k,

2 . . zo
con h= —% yk=c— Z—a (esta forma de expresar un polinomio cuadratico se
retomard en el Capitulo 5). Luego, la ecuacién original se transforma en

( b )2 b2 ( b )2 b2 - dac
alr+—] +c—-—=0 <— r+—) = ——.
2a 4a 4a?
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Aplicando raiz cuadrada a ambos miembros (recordar la propiedad (2.3.3)) y
resolviendo, obtenemos

. bjE b2 —4dac bi\/bz—4ac_—bi\/b2—4ac
%V e - '

24 2a 2|al 2a

@ La férmula anterior se llama resolvente y se aplica para hallar, si
existen, las soluciones reales de una ecuacién de segundo grado de la
forma az? + bz + ¢ = 0. Si el radicando que aparece en la férmula es
negativo, entonces la ecuacién no tendrd soluciones reales. Si es cero,
tendrd una unica solucion (llamada solucién doble), y si es positivo en-
tonces la ecuacion tendra dos soluciones reales distintas x; y xo dadas

por
. —b+ Vb2 -4ac . -b—- Vb2 - 4ac
1=—F——, g=————
2a 2a

El radicando se llama discriminante de la ecuacién cuadratica y se denota
como
A = b% - 4ac.

Como mencionamos, sera suficiente con calcular el valor del discriminante para
saber la cantidad de soluciones de una ecuacion cuadratica:

= A > 0: dos soluciones reales distintas;
= A =0: una solucién (llamada doble);

= A < 0: sin soluciones reales.

Lo anterior justifica el “criterio de parada” para la factorizacién de polinomios
cuadraticos, enunciado en la pagina 83.

Ejemplo 110. Aplicando la resolvente. Hallar las soluciones de la ecuacién

202 +42-6=0.

Solucion: Debemos resolver una ecuacion cuadriticaen laque a = 2, b =4y
c = —6. Aplicando la resolvente con estos valores tenemos

~4x\/12-4.2.(-6) 4464 -4+8

2T 2.2 1 1

de lo que se obtiene x1 = _44+8 =lymxg= % =-3.Luego, S ={1,-3}. K
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Ejemplo 111. Resolver la ecuacién log,(2x) - log, (22 - 8) = 0.

Solucion: Los valores permitidos para x son aquellos tales que
20>0 y x2-8>0,

ya que el logaritmo de cero o de niimeros negativos no estd definido.
Para resolver la ecuacién, comenzamos aplicando la propiedad de la resta de
dos logaritmos con igual base para transformar la ecuacién en

2x
I —]=0.
Og?(x2—8)

Por definicién de logaritmo, esto es equivalente a

2z

G
2 -8

con lo que eliminamos el logaritmo, y ahora debemos resolver esta Gltima ecua-
cién:
2z

=32 -8=20 22> -20-8=0.
22 -8

1=

Resolvemos ahora esta ecuacion cuadratica usando la resolvente:

2+/(-2)2-4-1-(-8) 246
2= 2.1 ST

lo que lleva a 1 = 4 y ©3 = —2. Sin embargo, z = -2 no formara parte del
conjunto solucidn, ya que no satisface las desigualdades que definen a los valo-
res permitidos (en este caso no satisface ninguna de las dos, pero no satisfacer
alguna de ellas es suficiente para descartar dicho valor). Para verificar que z = 4
es solucién de la ecuacidn original, reemplazamos para obtener:

z=4: log,(2-4)-log, (42 - 8) =log,(8) - log,(8) =0.

Luego, la tinica solucién es = 4, es decir, S = {4}. K

El siguiente ejemplo muestra que a veces algunas soluciones de la ecuacion
deben ser descartadas como soluciones de un problema concreto. Esto se debe a
que, si bien la ecuacién modela el problema, por el contexto del mismo algunos
valores no son permitidos.

Ejemplo 112. Soluciones descartadas debido al contexto. <

Hallar la longitud de la base de un tridngulo que tiene un drea de 24 cm?, y
cuya altura mide 2 cm mads que la base correspondiente.
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Solucion: Llamemos x a la longitud de la base (en centimetros). Entonces la
altura mide x + 2 cm. Sabemos que

base -altura  x(z +2)
2 o2

24 = Area =

Es decir 48 = z(x + 2), o equivalentemente,
0=x?+ 22 —48.

Aplicando la resolvente se obtienen dos soluciones para esta ecuacién: z; = 6
y o = —8. Sin embargo, como x representa una longitud, la solucién negativa
queda descartada. Entonces la tnica solucion posible para el problema es que la
longitud de la base sea 6 cm. «

Ejemplo 113. Usando el discriminante. Utilizar el discriminante para deter-
minar la cantidad de soluciones de las siguientes ecuaciones cuadraticas:

(@)da® +22+3=0, (b) —2>-z+12=0, (©)z*-62+9=0.

Solucion: Calculemos el discriminante de cada ecuacion:

(@ A=22-4-4-3=-44,
(b) A=(-1)>-4-(-1)-12= 49,
() A=(-6)2-4-1-9=0.

De esto podemos concluir que la ecuacion (a) no tiene soluciones reales, la (b)
tiene dos soluciones reales distintas, mientras que la (¢) tiene solucién dnica. &

A Si bien la resolvente es una férmula muy util para hallar soluciones de una
ecuacion cuadrética, manejar el procedimiento de completar cuadrados resultara
fundamental para conocer la apariencia de las funciones cuadriticas, que seran
estudiadas en el capitulo siguiente.

Recordemos que el teorema del resto afirma que si 7 es un ndmero real
y p es un polinomio de grado al menos 1, entonces el resto de dividir p por
(z — 1) es p(r), es decir, el resto es el valor que se obtiene al hallar el valor
numérico de p en . Como consecuencia directa de esto, el teorema del factor
afirma que el binomio (z — ) es factor del polinomio p si y solo si p(r) = 0. Sea
p(z) = ax? +bx+cun polinomio de grado 2, y sean x; y x5 dos soluciones reales
(distintas o iguales) de la ecuacién p(x) = 0 obtenidas mediante la resolvente.
Es decir que

p(z1) =0 y  p(x2)=0,
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o equivalentemente, z; y x2 son raices de p (esto significa que estamos en el
caso A > 0). Luego, tanto (z — 1) como (x — x2) son factores de p. Més
precisamente, se tiene que p se factoriza como:

p(x) =a(z —x1)(x - z3).

Ejemplo 114. Factorizando un polinomio cuadratico. Utilizar la resolvente
para factorizar los polinomios

p(z)=2+2-6 y  q(z)=22>-20-6a.

Una vez obtenida la factorizacion, verificar que es correcta resolviendo el pro-
ducto para recuperar los polinomios dados.
Solucion: Comencemos aplicando la resolvente para hallar las soluciones de

p(z) =0:
e ToT (6 145

1,27 2.1 T

de lo que se infiere x; = 2 y 2 = —3. Entonces, podemos factorizar p como

p(z) = (z=2)(z +3).

Para verificar, hacemos la distributiva y operamos:
(2-2)(z+3)=a?+32-20-6=2’+2-6=p(z). V

Con respecto a ¢, tenemos

6+/(-6)2-4-2-(-20) 6=14
2.2 4

T1,2 =
lo que implica 1 = 5y x2 = —2. Por lo tanto ¢ se factoriza como
q(z) =2(x - 5)(x +2).
Realicemos la verificacion:
2(z-5)(z+2) = 2(2%+22-52-10) = 2(2*-32-10) = 222 —62-20 = ¢(z), v

por lo que la factorizacién obtenida es correcta. K

A Un error frecuente es olvidar el nimero a en la factorizacién anterior, y
escribir

¢2)=(z-5)(z+2). X
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Ejercicios 4.3

1. Resolver las siguientes ecuaciones:

(@ z2+2=38
() 22+4=0
() 222 -4x=0
2
@) 537 =0
132—1‘
(e) -1 = O

2. Hallar el valor de c tal que 22 — 8z + ¢ es un trinomio cuadrado perfecto.

3. Completar cuadrados para llevar cada polinomio a la forma a(z — h)? + k.
Verificar.
@) z2+5-2z
(b) 2% +4x+1

(c) 222 -z +1

4. Completar cuadrados para resolver las siguientes ecuaciones:

@ z2+2-6=0 © z2-2x+2=0
(b) 222 +8x+8=0 d 22-4-3x=0

5. Hallar, si es posible, las soluciones de las siguientes ecuaciones aplicando la
resolvente:
(@) 227 +50+20z =0
() 22 +3x-4=0
() z2+6x+13=0

6. Resolver las siguientes ecuaciones:

(a) z(3z-2) =22 -5z
(b) 4-3r-2*=3z-2)*-1

2
x°+2x-3 _
© 35 =0

(d) z2+22-3 =0

z-1
(e) V2x -1 = x — 2. Advertencia: recordar que al elevar al cuadrado se
pueden introducir soluciones ficticias.

® 3vV2xr-1=3x
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

124

(g) Va2 +6x =x+2x. Sugerencia: elevar al cuadrado dos veces para eli-
minar por completo las raices y luego factorizar para aplicar la propiedad
del producto cero.

(h) 3logy(x) —logy(z +1) =log, (%)

. Usar el discriminante para determinar cantidad de soluciones de las siguientes

ecuaciones:
(a) 222 -2:x-24=0

(b) -2 -5+22x=0
() —z2-4z-4=0

. Determinar el valor de a de modo que la ecuacién az? — 24z + 9 = 0 tenga

una raiz doble.

. Utilizar la resolvente para factorizar los polinomios dados a continuacién:

(@) p(z)=22+62+8
(b) q(z)=32>+32-6
(©) r(x)=22+22-63

&‘ La altura de un tridngulo es 2 cm menor que la longitud de la base, y
su drea es de 684 cm?. ;Cudles son las medidas de la base y de la altura de
dicho tridngulo?

Encontrar un nimero natural tal que dos veces su cuadrado exceda al propio
ndmero en 120.

La suma de los cuadrados de dos numeros naturales consecutivos es 113.
Encontrar dichos nimeros.

La suma de los cuadrados de dos nimeros naturales pares consecutivos es
100. Encontrar dichos niimeros.

Encontrar dos nimeros naturales impares consecutivos tales que su producto
sea igual a 195.

.?. Un joven empleado, interrogado acerca de su edad respondié: “El doble
del cuadrado de la edad que tendré dentro de cuatro afios, menos el triple del
cuadrado de la edad que tenia hace dos afios, es el doble de la edad que tendré
dentro de 54 afios”. Determinar la edad del joven empleado al momento de
responder la pregunta.



4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

4.4. Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de ecuaciones es un conjunto de ecuaciones con las mismas
incégnitas. Resolver un sistema significa hallar todas las soluciones del sistema,
es decir, todos los valores posibles para las incdgnitas que hacen verdadera cada
una de las ecuaciones.

En particular, veremos métodos para resolver un sistema de dos ecuaciones

lineales con dos incégnitas®, el cual es uno de la forma

amr+biy =
asx + boy C2,

donde a1, as, b1, ba, c1 y c2 son nimeros reales, y las incégnitas son x e y. La
llave se usa para enfatizar que se quiere que ambas ecuaciones se cumplan a la
vez, es decir, una solucidn al sistema son valores para x € y que hacen vélidas a
ambas igualdades simultdneamente. <

Ejemplo 115. Comprobando si es solucion de un sistema. Podemos compro-
bar que z = 3 e y = 1 es una solucién del sistema

20—y
3x + 2y

2:3-1=6-1=5,

)
11

)

pues

3.3+2.-1=9+2=11. ¢ «

La solucién en el ejemplo anterior también se puede escribir como par or-
denado (3, 1), como veremos en el Capitulo 5 cuando presentemos una interpre-
tacion grafica de este tipo de sistemas y de sus soluciones. Alli encontraremos
también una explicacion para el siguiente hecho.

>
CJ/ Dado un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incdgnitas, ocurre
exactamente una de las siguientes opciones:

= Tiene una solucién tnica.

= Tiene infinitas soluciones.

= No tiene solucion.

*Una ecuacién de primer grado o ecuacion lineal es una igualdad que involucra una o mds
incégnitas con exponente igual a 1, y no contiene productos entre ellas, es decir, una ecuacién que
contiene solamente sumas y restas de miltiplos constantes de una variable a la primera potencia.
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Estas tres opciones son las tnicas posibilidades para las soluciones de un
sistema de este tipo: una, ninguna o infinitas.

Los sistemas reciben un nombre de acuerdo a la cantidad de soluciones que
posean: compatible determinado (solucion tinica), compatible indeterminado
(infinitas soluciones), o incompatible (sin soluciones).

La resolucién analitica de este tipo de sistemas es bastante sencilla, pues con-
siste esencialmente en transformar el sistema en una ecuacion lineal de una sola
incégnita, resolverla y hallar con la solucién obtenida el valor de la incégnita
restante. Para ello, veremos dos métodos que describiremos a continuacion.

> Meétodo de sustitucion. Como su nombre lo indica, este método consis-
te en despejar una de las incdgnitas de alguna de las dos ecuaciones, y sustituir
lo obtenido en la restante.

Para ilustrar el procedimiento, resolvamos algunos sistemas mediante este
método.

Ejemplo 116. Resolviendo por sustitucion: solucion tinica. Resolver median-
te sustitucion el siguiente sistema, y luego clasificarlo segtn la cantidad de so-
luciones:

2z+4y = -10
T - by 2.

Solucion: Observando el sistema, lo mds simple es despejar  de la segunda
ecuacién para obtener
x=2+5y. (%)

Abhora sustituimos esta expresiéon donde aparece x en la primera ecuacion y re-
solvemos:

2(2+5y) +4y=-10 <= 4+ 10y +4y = -10 < 14y =-14 <— y=-1.
Ya tenemos el valor para y, por lo que reemplazando en (*) obtenemos
x=2+5(-1)=-3.

Para verificar, podemos reemplazar estos dos valores en ambas ecuaciones y ver
que las igualdades se cumplen. Por lo tanto la solucién al sistema es x = -3,
y = —1, y el sistema es compatible determinado (tiene solucion dnica). «

Ejemplo 117. Resolviendo por sustitucion: infinitas soluciones. Utilizar el
método de sustitucion para resolver y clasificar el siguiente sistema:
2z - 3y 1
-2.

—4x + 6y
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Solucion: Si despejamos z en la primera ecuacién nos queda

1+ 3y
r=—".

(o)

Ahora sustituimos esta expresién donde aparece x en la segunda ecuacion:

Para resolver lo anterior, aplicamos la propiedad distributiva y obtenemos
-2-6y+6y=-2,

lo que equivale a -2 = —2. Puesto que esta igualdad es siempre cierta, indepen-
dientemente del valor de y, cualquier niimero real es solucion de ella. Para un
valor fijo de y se obtiene el correspondiente valor de = que hace verdaderas las
dos ecuaciones mediante (©). Para aclarar esto, realicemos la verificacién: sea y
un nimero real cualquiera, y sea

e 1+ 3y

2

Veamos que estos valores satisfacen ambas ecuaciones del sistema dado:

1
20-3y=2(=50) -3y =1 3y-3y =1,V
——
1
—4-'17+6;1/:—4( +23”)+6y:—2—6;1/+6:1/:—2. 4
—

xr

Asi, para cada ntimero real y dado se obtiene un correspondiente valor de z, de
manera que ambas igualdades se cumplen. Por ejemplo, cuando y = 1 el valor de

T es % =2, o cuando y = 0 entonces = = % = % Luego la ecuacién tiene
infinitas soluciones, por lo que el sistema es compatible indeterminado. «

Ejemplo 118. Resolviendo por sustitucion: sin solucion. Resolver mediante
sustitucion el siguiente sistema, y luego clasificarlo:

T+Y
2x + 2y

Solucion: Si despejamos y en la primera ecuacién nos queda

3
2.

y=3-z.
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Ahora sustituimos esta expresién donde aparece y en la segunda ecuacién:
20 +2(3-x)=2.
Para resolver lo anterior, aplicamos la propiedad distributiva y obtenemos
20 +6-2x =2,

lo que equivale a 6 = 2. Puesto que esta igualdad es falsa independientemente
del valor de z, la ecuacién no tiene solucién, y por lo tanto tampoco la tendra el
sistema. En este caso, es un sistema incompatible. «

Veamos ahora otra forma de resolver este tipo de sistemas.

P Método de igualacion. Este método consiste en despejar la misma
incégnita en ambas ecuaciones, y después igualar (como lo indica el nombre)
las dos expresiones obtenidas. De esta forma se obtiene una ecuacién con una
sola incognita, la cual podemos resolver para luego obtener el valor de la otra.

Resolvamos algunos sistemas mediante este método para ilustrarlo.

Ejemplo 119. Resolviendo por igualacion: solucion uinica. Utilizar el método
de igualacién para resolver y clasificar el siguiente sistema:

3z -4y
-z + 5y

-6
13.

Solucion: Por el aspecto de ambas ecuaciones, parece conveniente despejar = de
ambas para obtener
_ —6+4y
z 3
T o5y —13.

Igualamos entonces las dos expresiones obtenidas para x, y luego resolvemos:

-6+4

%:51;—13 — —6+4y=3(5y-13)
— —6+4y=15y-39
— 33=11y
— y=3.

Teniendo el valor para y, podemos obtener el de x reemplazando en cualquiera
de las dos expresiones para ella en funcién de y:

r=5-3-13=15-13=2.

Por lo tanto, luego de realizar la verificacién, se concluye que la solucién al
sistema es z = 2 e y = 3, por lo que el mismo es compatible determinado. «
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Ejemplo 120. Resolviendo por igualacion: infinitas soluciones. Resolver por
igualacion y clasificar:

3r-6y = 12

dr -8y = 16.

Solucion: Parece indistinto despejar cualquiera de las dos incdgnitas, por lo que
elegiremos despejar x en ambas para obtener, luego de simplificar, el sistema

r = 4+2y
r = 4+2y.

Igualando las dos expresiones obtenidas para x nos queda
4+2y=4+2y,

lo cual es cierto para cualquier valor de y, por lo que el sistema tiene infinitas
soluciones de la forma = = 4 + 2y, siendo y cualquier nimero real. Realicemos
la verificacion: sea y un nimero real fijo, y sea x = 4 + 2y. Veamos que estos
valores satisfacen ambas ecuaciones del sistema dado:

30-6y=3(4+2y)—6y=12+6y—6y=12, ¢
—

4r-8y=4(4+2y)-8y=16+8y-8y=16. ¢
—_—
Asi, para cada nimero real y dado se obtiene un correspondiente valor de z, de
manera que ambas igualdades se cumplen. Por ejemplo, cuando y = 1 el valor
dexes4+2-1=6,0cuando y = 2 entonces x =4 + 2- 2 = 8. El sistema resulta
entonces compatible indeterminado. «

Ejemplo 121. Resolviendo por igualacion: sin solucion. Resolver mediante el
método de igualacion el siguiente sistema y clasificarlo:

—-4xr+2y = 6
-2 +y 5.

Solucion: Despejando y en ambas ecuaciones tenemos, luego de simplificar,

y = 3+2z
y = 5+2x.

Abhora igualamos:
3+2x =542,

lo que equivale a 3 = 5. Puesto que esta igualdad es falsa independientemente
del valor de x, la ecuacion no tiene solucién, y por lo tanto tampoco la tendré el
sistema. En este caso, es un sistema incompatible. L
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Tanto el método de sustitucion como el de igualacion presentan la misma
eficacia y sencillez, por lo que si no se indica nada, se puede elegir cualquiera
de ellos para resolver un sistema dado.

Aplicaremos lo aprendido sobre sistemas para resolver problemas concretos,
como el siguiente.

Ejemplo 122. Las edades de Camila y de su mamd suman 54 afios, y dentro de
9 afios la edad de la mam4 serd el doble de la edad de Camila. ;Cuantos afios
tiene cada una ahora?

Solucion: Llamemos x a la edad de Camila ahora, e y a la edad actual de su
mamd. Entonces, las respectivas edades dentro de 9 afios seran z+9 e y+9. Los
datos del problema nos dicen que

r+y = b4 (pues las dos edades suman 54 afios)
2(x+9) = y+9 (loqueocurrird en 9 afios).

Resolveremos este sistema por sustitucion, despejando = de la primera ecuacion:
r=54-y, (1)
y reemplazando en la segunda:
2(64-y+9)=y+9 <= 2(63-y)=y+9
— 126-2y=y+9

— 117 =3y
— 39=y.

Esto significa que, luego de verificar, la edad de la mama de Camila es 39 afios,
y de (1) tenemos que la edad de Camila es x = 54 — 39 = 15 afios. «

Como mencionamos, retomaremos los sistemas presentados en esta seccidon
en el Capitulo 5, para interpretarlos desde el punto de vista gréfico, y resolverlos
también mediante Ger>Gebra.

Ejercicios 4.4

1. Resolver los sistemas planteados en los Ejemplos 84 y 85 de las paginas 96
y 97, respectivamente.

2. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por sustitucion y cla-
sificar cada uno segun sus soluciones:

20 -y = 5 8x -2y
(a){x+4y = 7 (b){—12x+3y

I
-~ Ot
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10.

11.

12.

z-y = 1 2zrx+y = 1
(C){4w+3y = 18 (d){ 6z-3y = -3

. Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones lineales por igualacién y cla-

sificar cada uno segtin sus soluciones:

20+y = 1 r-2y = 6
(a){3m+4y = 14 (b){—éx+y = -3
2./L'+y = 7 rT—-y = 2
(c){x+2y = 2 (d){Q:c—Qy = 5

. Encontrar dos niimeros tales que su suma sea 40 y su diferencia sea 14.

444

. & Carolina tiene hoy el triple de edad que su hijo José. Dentro de 15 afios,

la edad de Carolina serd el doble que la de su hijo. ;Cudntos afios més que
José tiene su madre hoy?

. \w Hallar 1a medida de los lados de un rectdngulo cuyo perimetro es 20 cm,

sabiendo que el lado menor excede en 1 cm a la mitad del lado mayor.

. = Un puesto de frutas vende dos variedades de frutillas: pequefias y gran-

des. Una caja de frutillas pequeiias se vende en $50, y una de frutillas grandes
se vende a $70. En un dia, el puesto vende 61 cajas de frutillas por un total
de $3810. ;Cuadntas cajas de cada tipo se vendieron?

. @ Las edades de Franco y Clara suman 16 afios, y dentro de 12 afios, la

edad de Clara superara en 4 afios a la mitad de la edad de Franco. Determinar
las edades que tienen hoy Franco y Clara.

. @ El costo de las entradas a un teatro es de $80 para los adultos y $50

para los nifios. Si el sdbado pasado asistieron 248 personas y se recaudaron
$15250, ¢ cuantos adultos y cudntos nifios asistieron a la funcién el sdbado?

@O En un estacionamiento hay 59 vehiculos entre autos y motos. Si el total
de ruedas es de 202, ;cudntos autos y cuantas motos hay?

é Una empresa que fabrica valijas recibe un pedido para un dia determina-
do. Al planificar la produccién determinan que si fabrican 250 valijas al dia,
faltarfan 150 al concluir el plazo que tienen. Si fabrican 260 valijas diarias
entonces les sobrarian 80. ;Cudntos dias tienen de plazo y cudntas valijas les
encargaron?

= La contrasefia de wifi de una escuela posee 6 digitos. Cuando un alumno
la solicita, se le entrega la siguiente instruccion: las 3 primeras cifras corres-
ponden a un nimero z, y las 3 ultimas a un nimero y, los cuales satisfacen
que y — 2z =169 y 3z —y = 18. ;Cual es la contrasefia?
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13. ' Melina comprd una remera y gastd 185 pesos. La pagd entregando el
importe justo, con 10 billetes de dos tipos: de 5 pesos y de 50 pesos. ;Cudntos
billetes de cada clase entreg6?

14. ¥ En una cafeteria se usan dos marcas de café, una de 6 pesos el kilo y
otra de 8.50 pesos el kilo. El encargado quiere preparar una mezcla de las
dos clases cuyo precio sea 7 pesos el kilo. ;Cuédntos gramos debe poner por
kilo de cada marca?

15. Expresar lo siguiente como un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 inc6gni-
tas y resolverlo:

D+H+BH -4 7
S+S + O+ (3

Luego, utilizar lo obtenido para hallar el valor de:

@d- PHx$
®) O+ S x®

4.5. Inecuaciones

Una desigualdad es una expresion que contiene alguno de los siguientes
simbolos de orden:

< (menor), > (mayor), < (menor o igual), > (mayor o igual).

Las desigualdades que contienen alguno de los dos primeros simbolos se llaman
estrictas, mientras que las que contienen alguno de los dos dltimos se denomi-
nan no estrictas.

>
EJ/ Una inecuacion es una desigualdad entre dos expresiones conteniendo
uno o mds valores desconocidos.

Las expresiones que aparecen a ambos lados de los simbolos de la desigual-
dad se llaman miembros.

Las siguientes desigualdades son ejemplos de inecuaciones:
22 -2>5z+1, 3z +2/x-1]>0,

(z-2)(x+3) <0,

x4—3<x3+2x, 5
%+ 6
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Las soluciones de una inecuacion son todos los valores que hacen que la de-
sigualdad sea cierta. Al igual que en el caso de las ecuaciones, cuando la inecua-
cioén esté modelando un problema concreto, habrd que elegir entre las solucio-
nes de la inecuacién aquellas que tengan sentido en el contexto del problema.
La diferencia esencial con las ecuaciones es que las inecuaciones suelen tener
infinitas soluciones, las cuales se representan mediante la notacién de intervalo
presentada en la Seccién 2.3 del Capitulo 2.

Se dice que dos inecuaciones son equivalentes si tienen el mismo conjunto
de soluciones.

Aprenderemos a resolver inecuaciones que tengan solamente una incogni-
ta. El proceso de resolucidn de inecuaciones se basa (igual que en el caso de
las ecuaciones) en la transformacion de la inecuacion inicial en otra equivalen-
te mas sencilla. La tnica diferencia entre la resolucién de una ecuacién y una
inecuacion es que ciertas operaciones invierten el sentido de la desigualdad. Si
bien a lo largo del Capitulo 2 hemos enunciado el efecto en las desigualdades de
cada una de las operaciones, reuniremos aqui todas estas propiedades de orden
para facilitar la lectura:

(0.1) z<y < z+c<y+c, paracualquier creal.
(0.2) x<y < x-c<y-c, paracualquier c > 0.
(0.3) x<y < x-c>y-c, paracualquier c < 0.

(04) Siz-y>0: r<y < %25.
(0.5) Siz,y>0: z<y < z?<y9, para cualquier g > 0.
(0.6) Siz,y>0: x<y < log, x <log,ycuando a > 1.

(0.7) Siz,y>0: x<y < log,x >log,ycuando 0 <a < 1.

Las mismas propiedades valen reemplazando los signos < (menor o igual)
por < (menor estricto), y los signos > (mayor o igual) por > (mayor estricto). <

La propiedad (0.1) establece que si a los dos miembros de una inecuacién
se les suma (o resta) la misma cantidad, se obtiene una inecuacién equivalente
con la desigualdad en el mismo sentido: 2 < 3 entonces 2+7 < 3+7y 2-7 < 3-7.

Las propiedades (0.2) y (0.3) dicen que si se multiplican (o dividen) los
dos miembros de una inecuacidn por una misma cantidad, se obtiene una inecua-
cién equivalente con el mismo sentido de la desigualdad si esa cantidad es po-
sitiva, pero con el sentido contrario si esa cantidad es negativa: 2 < 3 entonces
2-5<3-5,pero2-(-5)>3-(-5).

La propiedad (0.4) establece que los reciprocos de nimeros con igual signo
(es decir, ambos positivos 0 ambos negativos), invierten el orden de la desigual-
dad: 2 < 3 entonces % > % También, —5 < —4 entonces —% > —%.
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La monotonia de la potencia (y por lo tanto de la raiz) para bases positivas
es lo que afirma la propiedad (0.5) , en cuyo caso el sentido de la desigualdad

se preserva si el exponente es positivo*: 4 < 9 entonces /4 < /9y 4° < 9°.

Sin embargo, si el exponente es negativo el sentido se invierte: 4 < 9 entonces

1 1
472 >972 y47° > 97, Esto se prueba de forma general a partir de la definicién
de potencia con exponente negativo, combinando (0.4) y (0.5) :

(0.8) Siz,y>0: <y < 27 >yI, para cualquier g < 0.

Las propiedades (0.6) y (0.7) establecen que aplicar logaritmos en ambos
miembros de una inecuacién mantiene el sentido de la desigualdad cuando la
base es mayor que 1, pero lo invierte cuando esta es menor que 1: log, 4 < log, 9

pero log: 4 >log1 9.
2 2

Ejemplo 123. Resolviendo inecuaciones. Resolver la inecuacién -2z +1 > 7.

Solucion:

(0.1) (0.3)

2r+1>7 — 2r>6 <— zx<-3.

Luego, el conjunto solucién es S = {x € R : & < -3}, el cual puede expresarse
también como el intervalo (—oo0, 3], y representarse graficamente como

-3 «

@) Escribiendo en Ge:<:Gebra una inecuacion polinémica en el campo de en-
tradas, el software devuelve “franjas” correspondientes a los valores de x que
satisfacen la inecuacién. Los “bordes” de las franjas serdn una linea llena para
las desigualdades no estrictas, o una linea punteada para las desigualdades estric-
tas, indicando asf si los extremos de los intervalos pertenecen o no al conjunto
solucién. Se propone ingresar en el campo de entradas las siguientes inecuacio-
nes, para observar el resultado:

2x+12>7, 2rx+1<T.

Aplicaremos ahora la resolucion de inecuaciones para resolver un problema
concreto.

“No se infiere de esto que para bases negativas el sentido se invierte. Recordemos que las bases
negativas se descartan al momento de enunciar propiedades ya que algunas no valen.
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Ejemplo 124. Una empresa textil fabricé 1500 remeras con un costo de produc-
cién de $30 por unidad. Si se venden todas las remeras, se obtiene una ganancia
que supera los $60000. ;A qué precio se vende al menos cada unidad?

Solucion: Llamemos z al precio de venta (en pesos) de cada unidad. Por cada
unidad vendida, la ganancia es igual a z—30. El enunciado afirma que la ganancia
de vender todas las remeras (es decir, 1500(2—30)) supera los 60000 pesos. Esto
se expresa simbdlicamente y se resuelve como:

(0.2) 60000 (0.1)
1500(2z — 30) > 60000 <= z-30>—— <= x>40+30=70.

1500
Luego, la solucién es el conjunto S = {x e R: x> 70} = (70, 00). Esto significa
que cada remera se vende a mds de $70. &

\J
EJ/ Como se ve en los ejemplos anteriores, el proceso para resolver una
inecuacion consiste en ir transformando la inecuacién inicial en otras equiva-
lentes mds simples, hasta que el resultado final sea de uno (o varios) de los
siguientes tipos:

x <c, T <c, x 2c, x >c,

donde = denota la incégnita. Si se llega a mas de una de estas inecuaciones,
segln el caso estas pueden estar conectadas con un “0”, por lo que deberan
unirse los correspondientes conjuntos solucién, o con un “y”, donde habra que
tomar la interseccién de dichos conjuntos. Si el resultado final es contradicto-
rio, entonces la inecuacion no tiene soluciones. Ilustramos estos casos en los
siguientes ejemplos.

Ejemplo 125. Inecuaciones conectadas con “0”. Resolver (z + 3)? > 16.

Solucion:

(0.5)
(x+3)2216 — /(z+3)22/16 <ok 3| > 4.

Por la propiedad (g) del valor absoluto'(ver pagina 48), la ultima desigualdad
ocurre si y solo si

r+3>4"0 x+3<-4,

es decir
z>1 o x<-T.

El'cenjunto solucién de la primera desigualdad es S7 = [1, 00), y el de la segunda

6 99

es S = (—o00,—T]. Puesto que las desigualdades estdn conectadas con un “0”,
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Intervalo (-00,-3) | (-3,-1) | (-1,1) | (1,6) | (67e0)
Factor
x+3 - * * . i
-1 B ~ - . -
x+1 - \ M ! -
-6 P - _ _ i
% + - + _ i

De la tabla se deduce que el conjunto solucién es S = [-3,-1] U [1,6). Notar
que.si bien la desigualdad no es estricta, incluimos todos los extremos excepto
€l'6, pues-es un valor no permitido en la operacién ya que anula el denominador,
y la divisién por cero no esté definida. < «

Ejercicios 4.5

1. Resolver el problema planteado en el Ejemplo 86 de la pdgina 97, suponiendo
que solamente se consideran niimeros naturales para las edades.

2. }‘. La ganancia de una empresa que vende paletas para tenis de mesa viene
dada por G(x) = 5(3z-7) —8(x +10), siendo x el nimero de unidades ven-
didas. ;A partir de cudntas unidades vendidas la empresa obtiene ganancias?

3. h Una empresa tiene unos costos de produccion fijos de $2400, més $12 por
cada unidad de producto fabricada. Sabiendo que el precio de venta de cada
unidad de producto es de $16, calcular a partir de cuantas unidades vendidas
la empresa tiene beneficios.

4-25. Resolver las inecuaciones.
4. 5(4-3x)>2

5. -2(-3x +5) <2(z+3)

6. 2(x-2)+3x<5zx+6

3(z-1) z-3
7. T xT > B}

8. [5t-9/>1

9. |-3-2y/<4
10. 2|z +1]+8<0
1. |3-/-5>0
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Funciones

5.1. El concepto de funcion

En matematica, una funcion es una regla que asigna a cada elemento de un
conjunto A un udnico elemento de un conjunto B. Esto significa que, dado un
elemento x € A, le corresponde un tnico valor que pertenece al conjunto B, al
cual denotamos por f (). Escribimos:

f:A->B

Lo anterior se lee “f es una funcién de A en B”. En el renglén de abajo se
indica qué valor de B se le asigna a cada = € A,y f(x) se lee “f de z”. El
conjunto A se llama dominio de f o conjunto de partida mientras que B se
llama conjunto de llegada.

Por ejemplo, supongamos que en un empleo se paga $150 por cada hora que
se trabaja. Entonces la regla
z +— 150z

es una funcién que nos dice el salario obtenido al trabajar x horas. Este sala-
rio depende, obviamente, de la cantidad de horas trabajadas, lo que se expresa
también como “el salario es funcién de las horas trabajadas”.

En forma general, se dice que una cantidad y es funcion de otra canti-
dad =z, si el valor de la primera depende del valor que tome la segunda. Para
simbolizar esto se escribe

y = f(z).

Para indicar en palabras lo anterior, decimos:

y es la imagen de x a través de f.

148



5.1. El concepto de funcién

El significado de ambas expresiones es el mismo: que y es el resultado de aplicar
laregla f a un determinado valor z. Por eso decimos que z es la variable inde-
pendiente, mientras que y es la variable dependiente, ya que su valor depende
del valor que tome .

Para fijar estos conceptos, veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 137. Evaluando una funciéon. Consideremos laregla f : R - R dada
por f(x) = 2. Es decir, la funcién f que va de los reales en los reales, tal que a
cada x real le asigna su cuadrado 2. En la siguiente tabla, vamos a calcular la
imagen a través de esta funcion de algunos valores del dominio de f:

T f(z)
-2 | (-2)%2=4
-1 | (-1)%=1
0 02=0
5 (é)Q _2
3 3 9
V2 | (V2)?=2
2 22=4
5 52 =25

«

A En la definicién de “funcién” hay dos condiciones que no deben pasarse
por alto: existencia y unicidad de imagen. Esto significa que para cada valor
x en el dominio debe existir un tnico valor en el conjunto de llegada que sea
imagen de x. Para ilustrarlo, supongamos que hay un concurso de baile, y te-
nemos el conjunto A formado por los jurados, y el conjunto B formado por los
participantes del concurso. Cada jurado vota por quién piensa que deberia ser el
ganador:
jurado — participante elegido.

Pero existe una condicién: no se puede votar en blanco o no votar, ni se puede
elegir a dos candidatos. Es decir, cada jurado debe elegir un tinico ganador del
concurso. Votar en blanco (o no votar) representa la no existencia de imagen,
mientras que elegir a dos candidatos significa la no unicidad de ella. El requisito
establecido sobre el voto es lo que convierte a la relacion “eleccion de ganador”
en una funcién.

Ejemplo 138. No es funcion. Sea f(z) = \/z. (Podemos determinar si es o
no funcién? No, no podemos porque la definicién estd incompleta, ya que la
férmula sola no es suficiente. Para definir una funcién hay que indicar ademas
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su dominio y conjunto de llegada. Esto puede cambiar la decisién, como veremos
a continuacién. Sean

fiR—R g:[0,00) > R
Tz x>z

Las asignaciones f y g se definen mediante la misma férmula, pero tienen dis-
tintos dominios, por lo tanto, son distintas. De hecho, como veremos ahora, f
no es funcién, mientras que g si lo es. En efecto, f no es funcién porque para
algunos elementos del dominio no existe imagen en el conjunto de llegada:

f(~4) =v/~4 ~ no existe en R.

Lo mismo ocurre con cualquier otro nimero negativo, pues la raiz cuadrada de
un nimero negativo no estd definida en los reales. Al no cumplir una de las dos
condiciones, en este caso la existencia de imagen, f no es funcién. Sin embargo,
para cada niimero no negativo x, el simbolo \/x denota al tinico real no negativo
r que satisface r2 = x. Por lo tanto g si resulta ser funcién. «

> Como vimos en el ejemplo anterior, explicitar el dominio es parte importante
al momento de definir una funcién. Sin embargo, existe una convencién sobre
dominios cuando el mismo no esté dado, y consiste en tomar como dominio el
mayor conjunto de nimeros reales x para los cuales f(x) es también un nimero
real. Utilizamos

Dom(f) o Dy

para denotar el dominio de una funcién f.

Ejemplo 139. Determinando el dominio. Hallar el dominio de la funcién de-
finida por f(z) = v/2x - 5.

Solucion: Debido a la convencién mencionada, el dominio son todos aquellos
valores de z tales que \/2x — 5 sea un nimero real. Puesto que la raiz cuadrada
estd definida para nimeros mayores o iguales que cero, queremos que todo el
radicando lo sea. Es decir, f(x) estd definida si y solo si

2x-52>0.

. .z . 5 . 5
Esta inecuacion es equivalente a x > 5. Es decir, Dom(f) = [5, oo). «

Vi—z2

=N

Ejemplo 140. Determinando el dominio. Hallar el dominio de g(x) =

Solucion: Para que la funcién g esté-definida necesitamos dos condiciones: que
el radicando involuerado'noisea negativo, y que el denominador no sea cero.
Estotsestraduce en

4-22>0 y x-1%0.
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5.1. El concepto de funcién

Es claro que la dltima condicién se cumple siempre que x # 1. Con respectora la
primera, resolviendo tenemos que

440 >0 4> e Rk & =2< <2

Porlo tanto Dom(f) = [-2,2] - {1} =[-2,1) u (1,2]. «

Se dice que una funcién f es polinémica si es de la forma
fx)=az™ +---+ a1z + ag,

es decir, si la expresion que la define es un polinomio.
Notar que si f es una funcién polinémica, entonces Dom( f) = R.

Para entender el proximo concepto a definir, volvamos a la funcién f dada
en el Ejemplo 137, definida de R en R como f(z) = 2%. Nos preguntamos si,
por ejemplo, el nimero —4 es imagen de algtn real x. En otras palabras, ;existe
algin niimero z real tal que su cuadrado sea igual a —4? Claramente la respuesta
es no, pues al elevar al cuadrado cualquier nimero se obtiene como resultado
otro nimero positivo o cero. Luego, no todo elemento en el conjunto de llegada
es imagen de algtn elemento en el dominio. Todos los que si son imagenes de
alguin elemento del dominio se coleccionan en un conjunto llamado imagen del
dominio bajo f, el cual se denota y define formalmente como

Img(f)={ye B:y= f(x) paraalgin z € A},

siendo f una funcidn definida de A en B. De la definicion se sigue que la imagen
estd contenida en el conjunto de llegada. Resumiendo:

Dominio de f: todos los valores z tales que f(z) estéd definida,

Imagen de f: todos los posibles resultados al efectuar f(x).

Ejemplo 141. Algunas imagenes. Por 1o mencionado arriba, para la funcién f
del Ejemplo 137 tenemos que

Img(f) = [0, o).

En el ejemplo del concurso de baile, la imagen se forma con todos los partici-
pantes que recibieron algtin voto. Los que no recibieron ningtn voto, son parte
del conjunto de llegada pero no de la imagen de la funcién “eleccién de gana-
dor”, ya que no existe un jurado (en este caso son quienes forman el dominio)
que haya votado por ellos.

Para funciones polindmicas, existen infinitas posibilidades para la imagen,
que dependeran de cada caso en particular. «



Capitulo 5. Funciones

Hasta ahora hemos representado funciones mediante su ecuacién, es decir,
dando la expresion que la define. Otra forma de representar una funcién es me-
diante su grafica. Para ello, necesitamos primero el concepto de ejes cartesianos
o coordenados, que son simplemente un par de rectas numéricas perpendicula-
res que nos permitiran ubicar puntos en el plano:

Y

Ejes cartesianos.

La recta horizontal se llama eje x o eje de las abscisas, mientras que la
recta vertical recibe el nombre de eje y o eje de las ordenadas. Llamaremos
origen de coordenadas al punto donde se cruzan las dos rectas, que corresponde
al cero en ambas direcciones. A la izquierda del origen, en el eje de las abscisas,
se encuentran los valores negativos, y a la derecha los positivos. En el eje de
las ordenadas, hacia arriba del origen se encuentran los valores positivos y hacia
abajo, los negativos.

Un punto en el plano se localiza con un par ordenado de valores (z,y)
llamados coordenadas, siendo el nimero x la abscisa del punto, y el nimero
y su ordenada. Luego, la primera componente del par se localiza en el eje de
las abscisas, y la segunda en el eje de las ordenadas. Al trazar las paralelas a
cada uno de los ejes desde esos puntos, las lineas resultantes se intersecan® en
un punto que es el lugar buscado.

9 La primera coordenada de un punto indica el desplazamiento horizontal des-
de el origen de coordenadas (hacia la derecha si es positiva, o hacia la izquierda
si es negativa), mientras que la segunda indica el desplazamiento vertical (hacia
arriba si es positiva, o hacia abajo si es negativa). El origen representa al punto
de coordenadas (0,0), el cual suele denotarse con la letra O.

*Dos curvas se intersecan si se cortan entre si.
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5.1. El concepto de funcién

Ejemplo 142. Ubicando puntos en el plano. Representar en un sistema de ejes
cartesianos los puntos

P=(2,3), Q=(-3,1) y R=(3.5-2).

Solucion: Para ubicar al punto P vamos hasta el 2 en el eje  y trazamos una
recta paralela al eje y alli. Luego hacemos lo mismo en el valor 3 sobre el eje y
(ahora la recta sera paralela al eje =), y donde se cortan ambas rectas se ubica el
punto P (en color rojo en el gréafico siguiente). Los otros dos puntos los ubicamos
de la misma forma (azul para el punto () y verde para R).

Yy

! (2,3)
3+ .

(-3,1) 2|

o 14
4 3 -2 -1 1 2 3 4z

1 (3.5,-2)
_2 + L ]
_3 1
74 1

«

> Asi, a cada par ordenado de nimeros reales le corresponde un punto en el
plano, y reciprocamente, a cada punto del plano le corresponde un par ordenado
determinado por su posicion.

@) En GezxGebra, un punto se ingresa escribiendo en el campo de entradas su
nombre y coordenadas, por ejemplo P=(2,3). Desde el menu gréfico, también es
/S

posible agregar un punto seleccionando la herramienta ‘ .A ‘ y haciendo clic en
—

algin lugar de la vista grafica. El software nos dard las coordenadas del punto
ingresado.

Ejemplo 143. Batalla naval. La “Batalla naval” es un juego de estrategia que
consiste en destruir la flota de nuestro adversario a través de misiles, los cuales
seran dirigidos por medio de coordenadas. Cada competidor debera ubicar en un
sistema de ejes una cierta cantidad de naves, las cuales pueden ocupar 2, 3, 4,
o 5 casillas, segtn el tipo de embarcacién que sea. Para ello dispondrd de una
grilla, de la cual solamente puede usar valores enteros para ambas coordenadas,
entre 1 y 12 (este rango es arbitrario, para poner algin limite), y las naves no
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pueden ubicarse en diagonal ni tocarse dos en el mismo sentido. El objetivo es
hundir todas las naves del rival, acertando misiles en cada una de las casillas
ocupadas por cada nave. En el siguiente grafico ubicamos 4 naves para ilustrar
la situacion.

12

11 I
10 I

9

8

7

6 —
5

4

3

2

1

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Cuando un misil acierta una nave rival, el participante a cargo de esa flota
debe decir “Tocado”, y cuando todas las casillas ocupadas por la nave fueron
tocadas por un misil, debe decir “Tocado y hundido”. Si un misil no impacta en
ninguna nave, debe decir “Agua”.

Supongamos que se tiene la siguiente situacion:
» Un misil lanzando a la posicién (5,3) da como resultado “Tocado”. @
= Misiles en las posiciones (6,3), (4,3) y (5,2) dan en “Agua”. A%

(Do6nde debera lanzarse el proximo misil para asegurar que se volverd a tocar la
nave?

Solucion: La situacién se ilustra como sigue:

4
3 mb A
2 A
1

1 2 3 4 5 6 7

Por lo tanto, para asegurarnos de que el proximo misil toque a la nave, el disparo
deberd dirigirse a la posicién (5,4). K

Los ejes cartesianos dividen al plano en cuatro regiones llamadas cuadran-
tes, que se numeran en sentido contrario al movimiento de las agujas del reloj,
como se indica en el siguiente grafico:
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5.1. El concepto de funcién

Segundo cuadrante Primer cuadrante

Tercer cuadrante Cuarto cuadrante

> Entonces, el signo que posean las coordenadas de un punto determina la
posicion en los cuadrantes:

= Primer cuadrante: abscisa positiva y ordenada positiva.

= Segundo cuadrante: abscisa negativa y ordenada positiva.
» Tercer cuadrante: abscisa negativa y ordenada negativa.

= Cuarto cuadrante: abscisa positiva y ordenada negativa.
= Eje horizontal: ordenada cero, cualquier abscisa.

= Eje vertical: abscisa cero, cualquier ordenada.

\J
CJ/ Si f es una funcién con dominio en un subconjunto A de los nireros

reales, entonces la grafica de f es el conjunto de todos los puntos de la‘forma
(z, f(x)), parax € A:

grificade f = {(z,y) :x e Ay = f(z)}

Un método para dibujar la grafica de una funcién f les representar suficientes
puntos de manera que se pueda sospechar cudl es la forma'de la grafica. Entonces
se unen los puntos marcados con una linea. En*las Secciones siguientes veremos
que para ciertas funciones podemos identificarda forma de antemano, de acuerdo
a la ecuacién que la define. En esos casos, esbozar el grafico de la funcién es mas
rapido y sencillo.

Ejemplo 144. Esbozando el grafico-de una funciéon mediante puntos. Reto-
memos la funcién f : R.— R{definida por f(z) = 2% dada en el Ejemplo 137.
All{ hicimos una tabld con lasimégenes correspondientes a algunos valores del
dominio. Esto nos generd los siguientes pares ordenados:

(-2,4), (*LD), (0,0), (2,2), (vV2,2), (2.4), (5,25).

En el grafico siguiente representamos estos puntos. Si agregamos varios puntos
mas, podemos esbozar la forma de la gréfica de la funcién, que corresponde a
una pardbola, la cual marcamos con linea punteada. Las pardbolas serdn estu-
diadas en detalle en la Seccién 5.5.
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A Hasta ahora vimos cémo representar graficamente una funcién, pero es
fundamental en este punto comprender la informacién que nos brinda. Teniendo
la gréfica, para conocer el valor de la funcién en un valor z cualquiera del domi-
nio, es suficiente con “caminar” sobre el eje horizontal hasta llegar a dicho valor,
y “mirar” hacia arriba o hacia abajo, hasta encontrar el gréfico de la funcién (la
existencia y unicidad de la imagen asegura que el grafico se encuentra, y que se
encuentra una tnica vez). La altura a la que se halla el punto que encontramos al
“mirar”, corresponde al valor de f en z (sera positivo si la grafica queda hacia
arriba del eje horizontal, o negativo si queda hacia abajo).

Ejemplo 145. Interpretando el grafico de una funcion. Supongamos que el
gréfico en la Figura 5.1 representa los registros de la presién arterial (en milime-
tros de mercurio, denotados como mmHg) de un paciente durante un periodo
de tiempo medido en horas®. En el eje horizontal se representan las horas trans-
curridas desde su internacion, y en el vertical, la presion del paciente en cada
instante de tiempo (en mmHg)". Las mediciones comienzan un lunes a las 7 de
la mafnana (lo que consideramos como tiempo ¢t = 0), momento en el que el
paciente queda internado. Observando el grafico, determinar:

(a) ;Qué presion tenia el paciente al momento de la internacién?
(b) ;Durante cuanto tiempo se tomaron las mediciones?

(c) {Qué presion tenia el paciente el dia miércoles a las siete de la mafiana? ;En
cuantos momentos tuvo la misma presion?

(d) (Cual fue la presiéon minima y cudndo la alcanzé? ;Y la maxima?
(e) (En qué momento la presion fue en aumento? ;Y en disminucion?
(f) (En qué momento la presién se mantuvo constante y cudl fue ese valor?

*Datos extraidos de http://unrn.edu.ar/blogs/RRP-Roca/files/2014/04/
TP-Funciones-Interpretacion.pdf. Consultado en agosto de 2018.

TEn el lenguaje coloquial suele utilizarse, por ejemplo, “18” para referirse a una presién de
180 mmHg.
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(@)

240 x
220 +
200
180
160 +
140
120 +
100
80
60 +
40 +
20 +

0

Presién (mmHg)

0 8 16 24 32 40 48 56 64 72 80 88 96

Horas desde su internacion

Figura 5.1: Registro de la presion arterial de un paciente.

(Cudntos dias transcurrieron hasta que el paciente consiguié mantener una
presion constante por 24 horas?

Solucion:

(a)
(b)
(V)]

(d)

(e)

®

Al momento de internarse el paciente tenia 200 mmHg de presion arterial.
Las mediciones se tomaron por 96 horas, es decir, durante 4 dias.

El dia miércoles a las siete de la mafiana corresponde a 48 horas luego de
la internacidén. Segun el gréfico, la presién era de 160 mmHg. Ese mismo
valor lo tuvo ademds en otros dos momentos (aproximadamente a las 2 horas
luego de internarse, y a las 68 horas).

La presion minima fue de 60 mmHg, y la alcanz6 a las 16 horas después
de internarse (es decir, el lunes a la hora 23:00). La presién maxima fue de
200 mmHg, y se alcanzé al momento de internarse y a las 56 horas desde
el momento de la internacién, lo que corresponde al dia miércoles a la hora
15:00.

La presién aument6 entre las 16 y 32 horas desde la internacion, y también
entre las 40 y 56 horas. Esto corresponde al periodo entre el dia lunes a las
23:00 y el dia martes a las 15:00, y desde el martes a la hora 23:00 hasta el
miércoles alas 15:00. La presion disminuy6 durante las primeras 16 horas de
internacién, y también desde las 56 hasta las 72 horas, lo que se corresponde
con el periodo entre la hora 15:00 del dia miércoles, hasta la hora 7:00 del
dia jueves.

La presién se mantuvo constante en 120 mmHg durante dos momentos: des-
de las 32 horas de internacién hasta las 40 (desde el miércoles a las tres de
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la tarde hasta las once de la noche), y desde las 72 horas hasta las 96 (desde
el jueves a las siete de la mafiana hasta el viernes a la misma hora).

(g) El paciente consiguié mantener su presion constante por 24 horas luego de
72 horas desde el dia de internacidn, es decir, luego de 3 dias. «

Ejemplo 146. Interpretando graficos: Tiro de proyectil. La grafica en la Fi-
gura 5.2 corresponde a la altura de un objeto en funcién del tiempo transcurrido,
desde el momento de su lanzamiento hasta que llega al suelo. Observando el
gréfico, determinar:

(a) (Cuanto tiempo demoro6 el objeto en llegar al suelo?
(b) (Cual fue la altura maxima alcanzada, y en qué momento la alcanz6?

(c) (A qué altura se encontraba a los 3 segundos luego de su lanzamiento? ; Al-
canzd esa altura en algiin otro momento?

(d) (En qué momentos se encontraba a una altura aproximada de 7 metros?

Altura (metros)

0 2 4 6 8 10 12
Tiempo (segundos)

Figura 5.2: Altura del objeto en cada instante.

Solucion: Es muy importante observar el grafico para comprender el por qué de
las siguientes respuestas:

(a) Demor6 12 segundos en llegar al suelo.

(b) La altura mdxima alcanzada fue de 8 metros, a los 6 segundos luego de haber
sido lanzado.

(c) Alos 3 segundos se encontraba a una altura aproximada de 6 metros, al igual
que a los 9 segundos.

(d) El objeto alcanzé una altura de 7 metros aproximadamente a los 4 y 8 se-
gundos posteriores al lanzamiento. «
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El grafico de una curva también nos permite determinar si corresponde o0 no
al grafico de una funcién. Como mencionamos, uno debe desplazarse por cada
valor del dominio (en el eje horizontal) y “mirar” verticalmente (hacia arriba o
abajo) hasta encontrarse con la curva. Esto corresponde a trazar lineas verticales
imaginarias recorriendo el dominio, hasta cortar a la curva. Para que sea funcion,
cada una de estas rectas verticales debe cortar una y solo una vez al grafico.
Si no lo corta, ese valor no tiene imagen por lo que no cumple con la existencia.
Si lo corta més de una vez, no cumple con la unicidad de imagen. Lo ilustramos
en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 147. Determinando graficamente si es funcion. Determinar si los
siguientes graficos corresponden a funciones en cada uno de los dominios dados.

\

(a) Dom(f) =R (b) Dom( f) = [-3,00) (c) Dom(g) =R (d) Dom(g) = [-3,00)

Solucion:

(a) El gréifico de f no corresponde al de una funcién con dominio R, ya que si
nos situamos sobre el eje horizontal en algin valor a la izquierda de -3, y
trazamos una recta vertical, esta no corta a la curva, lo que significa que no
existe imagen a través de f para ese valor.

(b) El grifico de f corresponde al de una funcién con dominio [-3, o0), porque
si nos situamos sobre cualquier valor en el eje = que pertenezca a dicho
intervalo, y trazamos una recta vertical, esta cortard al grafico exactamente
una vez. Es decir, cumple con la existencia y unicidad de imagen para cada
x €[-3,00).

(c) El gréfico de g no corresponde al de una funcién con dominio R, ya que
si nos situamos en algtn valor de z a la izquierda de —3 y trazamos una
recta vertical, esta no corta a la curva, lo que significa que no existe imagen
a través de g para dicho valor. Esto ya es suficiente para afirmar que no es
la gréafica de una funcién con dominio R, pero notar que tampoco satisface
con la unicidad de imagen para los valores x > —3 pues, si nos situamos en
uno de estos valores y trazamos una recta vertical, esta corta al grifico en
dos puntos (arriba y abajo del eje horizontal).
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(d) El gréifico de g no corresponde al de una funcién con dominio [-3, 00),
ya que no satisface la unicidad de imagen para los valores © > —3: si nos
situamos en uno de estos valores sobre el eje horizontal y trazamos una
recta vertical, esta corta al grafico dos veces. «

Finalmente, notar que el grifico de una funcién también nos permite de-
tectar la imagen de la misma. Recordemos que la imagen de una funcién es el
conjunto de valores obtenidos al aplicar f a todos los elementos del dominio, es
decir, aquellos alcanzados por la funcién. Para determinarlos, debemos mirar el
eje y e identificar qué valores alcanza la funcidén, y cudles no. Esto corresponde
a trazar rectas horizontales, y ver cudles cortan a la grafica (no importa cudntas
veces) y cuales no.

Por ejemplo, para el caso del tiro de proyectil, podemos observar en el grafi-
co (ver Figura 5.2) que el objeto nunca superd los 8 metros de altura, y tampoco
estuvo debajo del nivel del suelo. Esto nos dice que la imagen de la funcién
representada es [0, 8]. Para el grafico de la presion arterial (ver Figura 5.1), se
observa que los valores se mantuvieron entre 60 y 200 mmHg, por lo que la
imagen de la funcién es el conjunto [60, 200].

Ejemplo 148. Determinando graficamente la imagen. Determinar la imagen
de la funcién f : R — R cuyo grifico se incluye a continuacién:

y=[f(x)

Solucion: En el gréfico puede verse, por ejemplo, que f(0) = -4 (marcamos el
punto (0, f(0)) con azul). En otras palabras, —4 € Img(f) pues es la imagen
del cero a través de f. También podemos ver que f(2) = f(-2) = 0 (puntos
marcados en color rojo), por lo que el cero es imagen tanto de 2 como de —2.
De manera general, si nos situamos en cualquier punto sobre el eje y por encima
de y = —4 y trazamos una recta horizontal, vemos que siempre corta al grafico
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en dos puntos (representados en color verde), y que si trazamos una recta por
debajo de y = —4, esta no corta a la grafica. De todo esto, y suponiendo que la
gréfica continda de igual modo hacia arriba, podemos concluir que

Img(f) =[-4, ). «

En el ejemplo anterior, los puntos representados en color rojo reciben un
nombre especial. Se dice que un valor z* perteneciente al dominio de una fun-
cion f es raiz de f si

f(@®) =0.

Es decir, se llama raiz de una funcién f a todo valor del dominio tal que, si le
aplicamos f, obtenemos el valor cero como resultado. Graficamente, esto signi-
fica que el punto (x*,0) pertenece al grafico de f, o equivalentemente, la gréfica
de f “corta” al eje horizontal en dicho valor x*. Las raices de una funcién tam-
bién se conocen como ceros de dicha funcién, pues son las soluciones de la
ecuacion

f(@) = 0.
> Entonces, en el dltimo ejemplo los ceros o las raices de f sonx =2y z = —2.

Ejemplo 149. Determinando raices analiticamente. Hallar las raices de la
funcién f(x) = 23 + 42% + x - 6.

Solucion: Observar primero que al ser una funcién polinémica, el dominio de f
es R. Para hallar las raices debemos resolver la ecuacion

23 +42° +2-6=0.

Como vimos en el capitulo anterior, la forma de resolver este tipo de ecuaciones
es factorizando el polinomio del miembro izquierdo, para aplicar luego la pro-
piedad de producto cero. Para factorizar, notar que f(1) = 0, por lo que x — 1 es
divisor del polinomio (por el teorema del resto). Aplicamos entonces la regla de
Ruffini para dividir

1 4 1 -6
1 1 5 6
1 5 6 0

Luego,
234422 +x-6=(x-1)(z> +52+6).

Aplicando la resolvente para 22 + 5z +6 = 0, obtenemos 21 = 2y o = —3. Asi,
P rdrt+r-6=(x-1)(z+2)(x+3),

por lo que el conjunto de raices de f es {1, -2, —-3}. «
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@) Con la grifica de una funcién en Gex:Gebra, los puntos de corte Con los
ejes pueden encontrarse mediante el comando Interseca, el cual tiene también

su ficono gréfico @ , ya que es una de las herramientas frecuentes."Una vez

elegida la herramienta, bastara con cliquear sobre la grafica de la funeién y sobre
uno de los ejes para obtener los puntos de interseccién. Si €l eje elegido es el
horizontal, tenemos asi otra forma de obtener las raices de da“funcion.

Ejemplo 151. Determinar el dominio y los ceros de la funcién
g(x) = V-1 logs(x +5).

Solucion: Comencemos determinando el dominio."Para que la raiz esté definida
en los reales, el radicando no debe ser negativo. Ademas, el logaritmo solamente
existe para nimeros positivos, lo que nos da‘las condiciones

r-1>0 ~y/z+5>0.

La interseccién de los conjuntos solucién-de estas inecuaciones es [1, o0). Lue-
20, Dom(g) = [1, 00). Para hallarlas raices, debemos resolver la ecuacién

Vz=llogs(z +5) = 0.
Por la propiedad del produeto cero, esto es equivalente a
Vr-1=0 o log(z+5)=0.
Resolvamos estas ecuaciones:
Vi-1=0eo2-1=0< z=1,
y por definicion de logaritmo tenemos
logs(z+5)=0 = 3°=0+5 & l=0+5 < x=-4

Este tltimo valor no pertenece al dominio de g, por lo que se descarta como raiz.
Luegd, la tnicarafz de g es x = 1. «

Ejemplo 152. Google Trends y algo de fitbol. La herramienta Google
Trends permite obtener la tendencia de buisquedas realizadas de un tema o pa-
labra clave, en una regién geografica especifica y en un determinado periodo de
tiempo, elegido a partir del afio 2004. Google Trends no indica el ndmero de vi-
sitas. Los nimeros reflejan el interés de bisqueda, con valores relativos basados
en una escala de 0 a 100, donde 100 representa el punto mds alto en niveles de
bisquedas realizadas. Eso quiere decir que 100 es el valor maximo de interés de
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busqueda para el tiempo y el lugar seleccionados, e indica la popularidad méxi-
ma de un término, mientras que 50 indica que un término es la mitad de popular
en relacién con el valor maximo.

Por ejemplo, si en un determinado dia y lugar la palabra mas buscada tuvo
40000 busquedas en Google, y nuestra palabra clave tiene un nivel de interés
igual a 50, significa que fue buscada unas 20000 veces en ese mismo dia y lugar.
Si tiene un nivel de 30, fue buscada 12000 veces. Es decir, la funcidén nos brinda
un porcentaje de biisqueda con respecto a la palabra mas buscada, en el mismo
tiempo y lugar.

Los datos de Google Trends se obtienen de las biisquedas en la web mediante
Google, pero también permite elegir si las mismas se realizaron en YouTube.

Como ejemplo, veamos el resultado que arroja Google Trends si ponemos
como término de bisqueda “Lionel Messi”, eligiendo Argentina como region
geogréfica, y el afio 2017 como periodo de tiempo. Incluimos a continuacién, en
un mismo gréfico, los resultados para la bisqueda en la web y en YouTube.

100 %

90 |
Q
8, 80 |
g
5 70 4
3 60
o
o0 I You
g 9 Tube
2 40 |
<
N 30 |
—
[}
= 20 |
S

10

0 % % 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

4 8 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48 52
Semanas (2017)

Teniendo en cuenta el grafico anterior, resolver lo siguiente:

(a) ;En qué semana de 2017 fue “Lionel Messi”” uno de los términos mas bus-
cados en Google en Argentina?

(b) (En qué semana de 2017 fue “Lionel Messi” uno de los términos méds bus-
cados en Youtube en Argentina?

(c) Enlasemana 16, ;fue mis popular en Google o en YouTube?

(d) Durante la semana 12 de 2017 ocurri6 el partido en el cual Lionel Messi
fue suspendido por cuatro partidos por la FIFA, lo que le impidi6 jugar con
la seleccion Argentina hasta la dltima fecha de las eliminatorias, frente a
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Ecuador en Quito. ;Qué nivel de popularidad tuvo este suceso en Argentina,
tanto en Google como en YouTube?

(e) Supongamos, solamente para hacer cdlculos, que en la semana 20 lo mds
popular en Google tuvo 600000 busquedas en Argentina, mientras que lo
mas popular en YouTube tuvo 800000. Determinar en nimero de bisquedas
para “Lionel Messi” en ambos sitios para esa semana en Argentina.

Solucion:

(a) “Lionel Messi” fue uno de los términos mas buscados en Google en Argen-
tina en la semana 25 de 2017 (correspondiente a la fecha de su casamiento).

(b) En el caso de YouTube, fue uno de los términos mas buscados en Argentina
en la semana 40 (cuando Messi convirti6 tres goles en Quito ante Ecuador,
y le dio la clasificacién a la Copa Mundial de la FIFA Rusia 2018 a la Se-
leccién Argentina).

(c) En la semana 16 la bisqueda “Lionel Messi” fue mas popular en YouTube
(esta fecha corresponde a cuando el Barcelona F.C. gana el clésico ante el
Real Madrid C. F. en el Estadio Santiago Bernabéu, con dos goles de Messi.
El segundo gol ocurri6 en la dltima jugada del partido, llegando asi a los 500
goles con la camiseta del Barcelona F. C.).

(d) El nivel de popularidad en ambos sitios estuvo cerca de 45.

(e) En la semana 20, “Lionel Messi” obtuvo 120000 busquedas en Google y
320000 en YouTube.

Comparemos ahora la popularidad de Messi en Google durante el mismo
periodo de tiempo, en Argentina y en Espafia. Segin Google Trends, la tendencia
fue la que se ilustra a continuacion.
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Observando el grafico podemos determinar cuan populares fueron en Goo-
gle ciertos momentos de la vida del jugador argentino, en relacién a otros hechos
ocurridos en sendos paises en el mismo momento. Por ejemplo, el cldsico Real
Madrid vs. Barcelona (semana 16) fue completamente popular en Espafia, mien-
tras que en Argentina solamente llegd a la mitad de ese nivel (aunque vimos
antes que fue lo mas popular en YouTube en Argentina). También podemos de-
cir que el casamiento y la clasificacién a la Copa de Mundo tuvieron la mitad de
popularidad relativa en Espafa respecto a la que tuvieron en Argentina. «

Ejercicios 5.1

1. Sea f: R — R dada por f(x) = —2x2 + = + 5. Hallar la imagen a través de f
dex=2,z=0yx=-1.

2. Sea g(x) = /3z — 6. Hallar el dominio de g. Luego, escoger un valor ¢ en
dicho dominio y calcular g(c).

3. Determinar el dominio de las siguientes funciones:

+3 i

@ f(z)= x2—alc6m+64 (© h(z) = log(z2+10xz+25)
/— Vx2+6x+5
(b) g(z) =ﬁ ) r(z) = lgg(;+x1§

4. Ubicar los siguientes puntos en un mismo sistema de ejes coordenados:

(@) P =(-2,4) (¢) P3=(-3,-3) (e) Ps=(2,-3)
(b) P, =(0,-1) d Py=(1,2) ® Fs=(3,0)

5. Sea a un numero real positivo. Determinar a qué cuadrante pertenecen los
siguientes puntos:

(@) P=(-a,2a) (¢) R=(1,-a)
®) Q= (a,4) @ S=(-va,-2)

6. Observando los dibujos en el siguiente plano, indicar las coordenadas de cada
sitio, suponiendo que estas son siempre nimeros enteros:

Universidad = Hospital = Fébrica =
Shopping = Cafeteria = Banco =
Bar de tragos = Autobus = Puerto =
Supermercado = Telefénica = Hotel =

Comedor = Aeropuerto = Correo =
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Y 4 A
X =
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7. Sea f(x) = -2 + 3. Representar en un mismo grafico los puntos (z, f(z)),
prax=1zx=-1,x=0,x =2, x =-2,x = \/an:: /3. Unir dichos
puntos con linea punteada para ver el aspecto de la grafica de f.

8. Determinar si los graficos en la figura siguiente corresponden o no a funcio-
nes con dominio [a,b]. En caso de no serlo, indicar qué condiciones no se
cumplen. En caso de serlo, determinar su imagen y sus raices, si las tiene.

o | y=1(@)

/AR

y=g(z)

S
S

1\/Lz ’

y=h(z)

/

~
)

y=w(z)

<
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9. Hallar analiticamente las raices de las siguientes funciones (recordar que de-
ben pertenecer al dominio).

(@ f(z)=2*+2-30

) g(x) = 55

(©) g(x)=Va?-25

@ p(z)=2®+22-52+3
(e) h(x) _ 10g(;17273)

x+2

) w(z) = % Vfgﬂw

10. O Representar en GezGebra las funciones del ejercicio anterior, y hallar la
interseccioén de cada una con el eje x para comparar con lo obtenido.

11. La representacién gréfica de una funcién f : [0,6] — R es la siguiente:

(@)

A partir de ella, resolver las siguientes consignas:

(a) (Cual es laimagen de x = 1 a través de f?
(b) Determinar f(5).

(c) Hallar un valor de x tal que f(x) < 0.

(d) (Para qué valores de x se tiene f(xz) = 1?
(e) (Cuantas raices tiene f?

(f) (Cuantos valores de x satisfacen f(z) = 5?

(g) Determinar si y = 7 pertenece a la imagen de f.
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12.

13.

El siguiente grafico muestra el crecimiento en la cantidad de usuarios de Fa-
cebook y WhatsApp durante los primeros afios desde su creacion”.

400 +
350 +
300 +
250
200
150 +
100 +

50 +

Usuarios en millones

0 1 2 3 4
Afios desde su creacion

Teniendo en cuenta que el lanzamiento de WhatsApp fue en 2009, y el de
Facebook en 2004, responder las siguientes preguntas de acuerdo a lo que
indica el grafico:

(a) Indicar a qué afios corresponde la informacién dada en el grafico para
cada una de las compaiifas.

(b) Determinar la cantidad aproximada de usuarios de WhatsApp en 2012 y
2013.

(c) Determinar la cantidad aproximada de usuarios de Facebook en 2007 y
2008.

(d) (En qué afio WhatsApp alcanz6 los 200 millones de usuarios?

(e) Determinar, para cada compaiiia, el incremento aproximado de usuarios
producido desde el segundo hasta el tercer afio, a partir de su creacién.

El gréfico en la Figura 5.3 ilustra la cantidad de usuarios activos en diferentes
redes sociales y servicios de mensajeria, desde 2013 hasta 2017. A partir de
esta informacidn, responder lo siguiente:

(a) Indicar la cantidad aproximada de usuarios activos en cada red social o
aplicacién al finalizar el afio 2017.

(b) Determinar la cantidad aproximada de usuarios que poseia WhatsApp al
momento de ser comprada por Facebook, en febrero de 2014. ;Cudanto
tiempo pasa hasta que esta cantidad se duplica?

*Todos los datos son ilustrativos, y pueden no ser completamente exactos.
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Figura 5.3: Usuarios activos.

(¢) (Cuando alcanza Facebook los 1400 millones de usuarios? En ese mo-
mento, ;qué aplicacién o red social tiene casi la mitad de usuarios que
Facebook? ;Cudles tienen casi la cuarta parte?

(d) Indicar el momento aproximado en que la cantidad de usuarios de Insta-
gram comienza a superar a la de Twitter, y cudl es esa cantidad.

(e) (Qué redes o aplicaciones no alcanzaron los 800 millones de usuarios en
el periodo informado? ;Cudles superaron los 1000 millones?

(f) Hay dos redes o aplicaciones que sextuplican en algiin momento la can-
tidad de usuarios que tiene Snapchat al finalizar 2017. Indicar cuéles son
y cuando alcanzan dicha cantidad.

14. Se cuenta con la siguiente informacién sobre Instagram:

Se crea Instagram en octubre de 2010.

' En 2011 anade hashtags, filtros y efectos, para aumentar los “Me gusta”.
El 3 de abril de 2012 se lanza la versién para Android.

'a El 9 de abril de 2012 es adquirido por Facebook.

9 A partir de agosto de 2012 permite etiquetar lugares.

Desde mayo de 2013 permite etiquetar a personas.

@¢ En junio de 2013 incorpora videos.

7 En diciembre de 2013 afiade Instagram Direct, para mensajes privados.

a En agosto de 2016 llegan las Instagram Stories (historias).
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15.

Ademas, el gréfico siguiente contiene informacién sobre la cantidad de usua-
rios activos en Instagram desde su creacién hasta el afio 2017.
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Teniendo en cuenta el grafico y la informacién dada, resolver las siguientes
consignas:

Usuarios activos en millones

abr.17
sep.17

(a) Cuando es comprado por Facebook, ;cudntos usuarios activos tenia apro-
ximadamente Instagram?

(b) Indicar la cantidad aproximada de usuarios activos que tenia Instagram
al momento de incorporar los videos.

(c) (Cuantos usuarios activos habia en septiembre de 20137

(d) Determinar la cantidad de usuarios que habia a los 3 meses de haberse
incorporado los mensajes privados.

(e) (Cuantos usuarios activos habfa al finalizar el afio en el que Instagram
introduce las historias?

(f) Indicar el momento en el que se llegd al medio millén de usuarios.

(g) En los dos ultimos afios contemplados en el grifico, ;qué cantidad de
usuarios activos se agregd?

Mediante el uso de una tabla de signos como en el Ejemplo 150, esbozar la
grafica de las siguientes funciones polinémicas.

(@) f(z)=22%-922+3x+4
(b) g(z)=2°-Tx+6
(©) h(zx)=x3+22%-33z-90
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16. O Graficar en Ge<-Gebra las funciones del ejercicio anterior para comprobar
los resultados obtenidos.

5.2. Funcion afin

En esta seccién nos ocuparemos de estudiar el comportamiento de la deno-
minada funcién afin*, que es una de la forma

f(z) =azx+0,

siendo a y b numeros reales. Si a # 0 entonces es una funcién polinémica de gra-
do 1, y si ademds se tiene b = 0, la funcién f(x) = ax es conocida como lineal.
Cuando a = 0, la funcién f(x) = b es llamada también funcién constante.

Vimos en la seccién anterior que el dominio de cualquier funcién polinémica
es el conjunto de todos los nimeros reales. En particular, lo mismo vale para
las funciones afines. Luego, si no se indica lo contrario, la convencién sobre
dominios indica que R es el dominio de las mismas.

Ejemplo 153. Las siguientes son funciones afines:

y=2z-5,  y=-x+2, y=3z, y=-mx+l, y=3+z K

Ejemplo 154. Esbozando el grafico de funciones afines. Analizaremos las
gréficas de las funciones dadas por

y=2zx-1, Yy =2, y=-z+1.

Haremos tablas de valores para detectar la “forma” de las mismas.

’ T ‘ y=2x-1 ‘ ’ T ‘1/:2‘ ‘ T ‘ y=-x+1 ‘
-212(-2)-1=-5 -2 2 -2 —(-2)+1=3
-1|2-(-1)-1=-3 -1 2 -1 -(-1)+1=2
0 2-0-1=-1 0 2 0 -0+1=1

2-1-1=1 1 2 1 -1+1=0
2 2:2-1=3 2 2 2 -2+1=-1

En la figura siguiente representamos algunos de los puntos obtenidos (con el
color indicado en cada tabla), y los unimos mediante una linea para ver el aspecto
de la gréfica de cada funcién.

*Esta clase de funciones es conocida también como funcion lineal. Sin embargo, en matemati-
ca “ser lineal” significa satisfacer una propiedad, que no enunciaremos aqui, pero que las unicas
funciones afines que la cumplen son aquellas con b = 0, es decir, las de la forma f(z) = ax.
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\J
CJ/ Como vemos en el ejemplo anterior, la gréfica de una funcién afin es
siempre una recta. Puesto que una recta queda completamente determinada al
trazar dos puntos que pertenezcan a ella, dada una funcién afin serd suficiente
con conocer la imagen de dos valores para obtener su grafica. Por simplicidad
se suele tomar x = 0 como uno de esos valores, lo que produce el punto de
coordenadas

P =(0,b),

y corresponde al punto sobre el eje y por el que pasa la recta. Otro punto que
podemos marcar, si a # 0, es la interseccion de la recta con el eje z, es decir, la
raiz de la funcién. Notar que
- - __b
f(2)=0 = ax+b=0 < x=-_.
En otras palabras, la grifica interseca al eje horizontal cuando x = —g, que

es la unica raiz de f. Entonces, otro punto que pertenece a la recta es el de
coordenadas

Q=(-20).

Como mencionamos al comienzo, si a = 0 entonces la funcion tiene la forma
y = b. Vimos en el ejemplo anterior que en tal caso el grafico es una recta ho-
rizontal trazada a la altura b del eje y. Entonces, esta recta no interseca al eje x
(es decir, la funcién no tiene raices), salvo la grafica de la funcién y = 0 que
coincide con el eje horizontal.
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? Notar que si la funcién afin es lineal, es decir, de la forma y = ax, entonces
b = 0y los dos puntos definidos arriba son P = (0,0) = Q. Entonces serd
necesario ubicar otro punto perteneciente a la recta ademads del origen, como por
ejemplo (1, a) o cualquiera de la forma (z, f(x)).

>

CJ/ Resumiendo, para representar graficamente una funcién afin, ubicamos
los puntos Py @, o cualesquiera otros dos de la forma (z, f(«)), en un sistema
de ejes cartesianos, y luego trazamos la recta que pasa por ellos.

Ejemplo 155. Graficando una funcion afin. Representar graficamente la recta
de ecuacién y = —2x + 1.

Solucion: Graficaremos los puntos

PI(O,f(O))Z(O,].) y R:(]-vf(]-)):(lv_]-)»

y luego la recta que pasa por ellos. Esta recta debe cortar al eje « en el punto

Q=(-2.0)=(5,0).

«

En lo anterior hemos utilizado varias veces la expresién “un punto que
pertenezca a la recta” correspondiente al gréifico de f(x) = ax +b. Esto significa
que las coordenadas del punto son de la forma (x, f(x)). En otras palabras,
la coordenada y del punto no es cualquier valor, sino que dado un valor para x,
esta debe satisfacer y = ax +b. Asi, dada la ecuacién de la recta, hallamos puntos
sobre ella dando diferentes valores a x, y calculando el correspondiente valor de
y. Esto también nos permite hacer el proceso inverso, es decir, dado un punto,
podemos determinar si estd o no sobre la recta, simplemente verificando si sus
coordenadas satisfacen la ecuacion que define la recta. Esto se verd més claro
en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 156. Determinando si un punto pertenece o no a la recta. Determi-
nar si los puntos P = (2,4) y Q = (1,5) pertenecen o no al grafico de y = 3z -2.

Solucion: Para determinar si un punto pertenece a la recta, debemos ver si sus
coordenadas x e y satisfacen la relacién y = 3x — 2. Para el punto P tenemos
x =2ey =4.Puesto que

3.2-2=6-2=4,

se sigue que P es un punto sobre la recta dada. En el caso de () tenemos z = 1 e
Yy = 5, pero
3-1-2=125, X

por lo que @ no pertenece a la recta dada. «

> Ubicar puntos de una recta no es la tnica forma de conocer €l aspecto de
la misma. También podemos esbozar su grafica segtn los valores que tomen a
y b. Como vimos antes, el valor de b corresponde a la “altura” a la que la recta
atraviesa al eje y. Luego,

b<0 b=0 b>0

l

Pasa por el origen

Pasa por debajo del origen Pasa por encima del origen

Para ilustrar lo anterior graficaremos, en un mismo sistema de ejes, rectas de
la forma y = x + b, para diferentes valores de b.

Ejemplo 157. El efecto de b. Graficar las funciones afines

y=x, y=x+2, y=x-3.

Solucion: Para graficar cada recta, aplicaremos el método de ubicar dos puntos
pertenecientes a ella, y luego trazaremos la recta que los une. Sabemos que cada
una pasa por el punto (0, b), para el valor de b correspondiente en cada caso:

b=0, b=2 'y b=-3.
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Necesitamos ubicar otro punto perteneciente a cada una de ellas. Por simplici-
dad, ubicaremos el punto correspondiente a z = 1 para cada una, es decir, el
punto (1,1 +b):
y=x pasaporel punto (1,1)
y=x+2 pasaporelpunto (1,3)
y=x—-3 pasaporelpunto (1,-2)

En el grifico siguiente dibujamos las rectas que pasan por los puntos (0,b)
y (1,1 +b), para el valor de b correspondiente en cada caso.

«

7 Si observamos la recta correspondiente a = x, graficada en color azul en el
ejemplo anterior, vemos que a cada nimero del eje de abscisas le corresponde
el mismo ndmero en el eje de ordenadas, es decir, que las dos coordenadas de
cada punto son idénticas (la recta pasa por el punto (1,1), el (5,5), el (-3,-3),
y asi). Esto conduce a llamarla de la siguiente forma:

La funcién y = x se conoce como funcién identidad.

Ahora, para analizar el efecto que produce el nimero a, graficaremos en un
mismo sistema de ejes a rectas de la forma y = ax, para diferentes valores de a.

Ejemplo 158. El efecto de a. Graficar las funciones lineales
1 1
y=-3r, y=-3v, y=-x, Y=z, Y=2r, Yy=3T.
Solucion: Aplicaremos como antes el método de ubicar dos puntos pertenecien-
tes a cada una, y luego trazaremos la recta que los une. Ya que para cada una se

tiene b = 0, estas rectas pasan todas por el punto (0,0). Necesitaremos ubicar
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un punto mads, perteneciente a cada una de ellas. Por simplicidad, ubicaremos
como antes el punto correspondiente a x = 1, es decir, el punto (1,a), con a el
respectivo en cada caso:
pasa por el punto
y=-3xr pasaporel punto (1,-3)
y=-x pasaporelpunto (1,-1)
y=x pasaporel punto (1,1)
pasa por el punto

)

En el siguiente grafico dibujamos las rectas que pasan por cada uno de los
puntos anteriores y por el origen.

Y = %1 pasa por el punto (1,

N

«

Del ejemplo podemos establecer el efecto que produce el pardmetro a en la
recta resultante: el signo nos dice si, al mirarla de izquierda a derecha, “sube”
(cuando a es positivo) o “baja” (cuando a es negativo). Ademds, mientras mayor
sea su valor absoluto, mas empinada serd la recta, ya sea en subida o en bajada.
Resumimos esto en la Figura 5.4.

Dada una funcién f(z) = ax +b, el nimero a (es decir, el coeficiente lineal
en la expresiéon polindémica) es llamado pendiente de la recta, ya que, como
vimos, determina por completo la inclinacién de la misma con respecto a los
ejes coordenados. El niimero b (término independiente) es llamado ordenada al
origen, ya que indica el valor de la ordenada cuando la abscisa toma el valor
cero.
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a>1 —— > Sube, mas empinada que y = x

_
~~

0<a<1 ——> Sube, menos empinada que y = x

a>0

a =0 —> Recta horizontal

a < -1 —— > Baja, mas empinada que y = —x

-1<a<0 ——> Baja, menos empinada que y = -z

Figura 5.4: El efecto de a.

Q Para visualizar dinamicamente el efecto de a y b, se propone la siguiente
actividad en Gex>Gebra:

= Con la herramienta crear un deslizador para el nimero a, el cual

permite variar el valor de a en un rango establecido (dejaremos el que
viene dado por defecto, que es —5 < a < 5). Hacer lo mismo para b.

= Ingresar en el campo de entradas y=ax+b.

= Variar los valores de a y de b mediante los deslizadores, para observar el
efecto producido en la recta.

Dos rectas son paralelas si tienen la misma inclinacién. Puesto que, para
rectas no verticales, la inclinacién estd dada por la pendiente, tenemos que:

Dos rectas no verticales son paralelas si y solo si tienen la misma
pendiente.

Ejemplo 159. Rectas paralelas. Hallar una recta paralela a la gréifica de la
funcién f(x) = 3z + 5, cuya ordenada al origen sea —4.

Solucion: Una recta (no vertical) queda determinada conociendo su pendiente a
y su ordenada al origen b. Estos dos datos fueron dados en la consigna, ya que
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pedir que sea paralela a la mencionada, implica que deben tener la misma pen-
diente a = 3. Ademas se pide que b = —4, por lo que la ecuacién de la recta
buscada es

y=3x -4 «

@) El ejemplo anterior puede resolverse en Ge<Gebra ingresando el punto
P=(0,-4) y la ecuacién de la recta dada, a la cual, supongamos, que el software
le asigna el nombre f. Luego, el comando Recta(Pf) trazard la recta que pase

por P y que sea paralela a la recta f. Esta herramienta posee el icono % en

la barra gréfica.

Ejemplo 160. Rectas paralelas. Hallar la ecuacién de la recta paralela a la
grificade f(x) = -2x + 1, cuyaraiz sea x = 2.

Solucion: Ya sabemos que la pendiente de la recta buscada es -2, es decir, la
ecuacién es y = —2zx + b. Determinaremos b de manera que la raiz de la funcién
sea x = 2, es decir, que debe cumplirse que el punto (2,0) pertenezca a la recta.
Esto ocurre si

0=-2-2+0

lo que implica b = 4. Entonces, la ecuacién de la recta buscada es y = —2x + 4.
Graficamos esta recta junto con la dada en la figura siguiente.

Recordemos que la raiz de una funcién afin con pendiente distinta de cero esta
dada por x = —g. Luego, conociendo los valores de a y de la raiz, otra forma
de calcular b es a partir de esta relacion. En este caso, sabemos que a = -2y
queremos que la raiz sea x = 2. Luego, b debe satisfacer:

g__b _0
2 2

)
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de lo que se deduce, al igual que antes, que b = 4. Aunque cualquiera de las dos
formas de hallar b es correcta, la primera evita tener que memorizar férmulas,
recurriendo solamente al significado de pertenencia de un punto a la grifica de
una funcién. «

Dos rectas son perpendiculares si forman entre ellas un dngulo recto. Para
el caso de dos rectas con pendientes no nulas, puede probarse que:

Dos rectas son perpendiculares si y solo si el producto de sus
pendientes es igual a —1.

? Notar que el producto de dos niimeros es igual a —1 si y solo si uno es el
inverso multiplicativo del otro, y con signo opuesto. Es decir, dos rectas son
perpendiculares si y solo si sus pendientes son de la forma

siendo a cualquier real distinto de cero.

Ejemplo 161. Rectas perpendiculares. Los siguientes son pares de rectas per-
pendiculares entre si:

y=-2r+1, y:%x+5;
_5 __3 .

y=3x-2, y=-zr+1

y=mr+7, y:—%x+16.

Esto se debe a que en cada par, el producto de las pendientes es igual a —1:

O T o ) «

Ejemplo 162. Rectas perpendiculares. Hallar la ecuacién de la recta perpen-
dicular a y = 3x — 2, que pasa por el punto P = (3,1).

Solucion: Al pedir que sea perpendicular a una recta con pendiente 3, nos estd
diciendo que la recta buscada debe tener pendiente a = —%. Es decir, serd

y:—%x-rb,

y determinaremos b de manera que (3,1) pertenezca a la recta. Para ello, debe
valer la igualdad
1=-3-3+b,

de donde se obtiene b = 2. Entonces, la recta buscada es y = —12 + 2, cuya

3
representacion grafica se encuentra en la figura siguiente:
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y:

«

Q El ejercicio anterior puede resolverse en GeeGebra ingresando primero
el punto P=(3,1) y la ecuacién de la recta dada. Luego, seleccionando la he-

rramienta cuyo icono grafico es @, se elige el punto P y después la recta

dada. Se obtiene asi la recta perpendicular a ella por el punto seleccionado. El
comando correspondiente para esto es Perpendicular(<Punto>,<Recta>).

8 Vimos que dos rectas con pendientes no nulas son perpendiculares si y solo
si el producto de sus pendientes es —1. Pero toda recta horizontal es de la forma
y = b, por lo que su pendiente es cero, y no podemos obtener su reciproco.
Entonces, (cudl es la ecuacién de la recta perpendicular a una horizontal? As{
como las rectas horizontales tiene ecuacioén y = b (lo que significa que y posee
siempre el mismo valor constante aunque x varie), las rectas verticales tienen
ecuacion

T =c,

lo que significa que el valor de = no cambia, aunque los valores de y varien. Toda
recta horizontal es perpendicular a cualquier recta vertical (ver Figura 5.5).

A Las rectas verticales no corresponden al grafico de una funcién, pues no
hay unicidad de imagen.

& Sabemos que una recta no vertical queda completamente determinada co-
nociendo su pendiente a y su ordenada al origen b. Pero conocer su ordenada
al origen es equivalente a saber que el punto (0,b) pertenece a la recta. ;Serd
posible hallar una férmula general para determinar la ecuacién de una recta co-
nociendo su pendiente y otro punto que pertenece a ella? Supongamos que sabe-
mos que la recta tiene pendiente a # 0 y que el punto P = (x1,y1) pertenece a
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Yy
3,,
y=2
r=-2 1 r=1
It It It It x
-3 -2 -1 1 2 3
_]_W
_2”
_3”

Figura 5.5: y = b es perpendicular a = = c.

ella. La ecuacion de la recta es y = ax +b, y solamente falta determinar b. Pero P
pertenece a la recta, por lo que sus coordenadas satisfacen su ecuacion, es decir,

Y1 =axy +b,

de lo que se obtiene inmediatamente b = y; — ax;. Entonces la ecuacién de la
recta con pendiente a que pasa por P = (x1,y1) es

y =ar+y —axr; = a(x-x1)+y,
—_——
b

lo que se conoce como ecuacién punto-pendiente de una recta.

Ejemplo 163. Usando la ecuacion punto-pendiente. Hallar la ecuacion de la
recta con pendiente a = 4 y que pasa por el punto (-2, 5).

Solucion: Utilizando la ecuacién punto-pendiente de una recta, sabemos que la
recta buscada estd dada por

y=4(x-(-2)) +5 =4z +13. «
? No es necesario memorizar la férmula anterior, ya que podemos obtener b

como lo hicimos antes en otros ejemplos. Sabiendo que la pendiente es 4 y que
(-2,5) pertenece a la recta, entonces debe ocurrir que

5=4-(-2)+b,
y despejando se obtiene b = 13, como en el ejemplo anterior.

182



5.2. Funcién afin

& Ya que dos puntos dados determinan una tnica recta que pasa por ellos, nos
preguntamos ahora si es posible determinar la ecuacién de dicha recta a partir de
las coordenadas de los puntos. La respuesta es si, y lo haremos primero mediante
un ejemplo, para luego enunciar la férmula general.

Ejemplo 164. Recta por dos puntos dados. Determinar la ecuacién de la recta
que pasa por los puntos P = (2,3) y @ = (-1,-3).

Solucion: Sabemos que la ecuacion de la recta tiene la forma y = ax+b. Debemos
determinar a y b de manera que tanto P como () satisfagan la ecuacién de la

recta. Es decir,
a-2+b
a-(-1)+b

Este es un sistema con dos ecuaciones y dos incdgnitas a y b, el cual se resuelve
por sustitucién o por igualacién como se estudié en la Seccién 4.4. Por ejemplo,
despejando b en ambas ecuaciones tenemos

3,
-3.

b=3-2a y b=-3+a.
Igualando estas dos cantidades se obtiene
3-2a=-3+a,

de lo que se concluye facilmente 3a = 6, o equivalentemente a = 2. Entonces
b=3-2a=3-4=-1.Porlo tanto la ecuacion de la recta buscada es

y=2x-1,

cuya grafica se encuentra a continuacién:

21y
P
3 €
2 €
1 €
-3 -2 2 3

«
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> El ejemplo anterior muestra de qué manera, dados dos puntos P = (z1,y1)
y Q = (x2,y2) con x1 # xo, podemos determinar la recta que pasa por ellos. Lo
que hicimos fue hallar a y b de manera que ambos puntos satisfagan la ecuacion
de la recta y = ax + b, quedando planteado asi el sistema

a-r1+b =y,
a-xo+b = yo.

Despejando b de ambas ecuaciones e igualando luego lo obtenido, llegamos a
Y1 —axT) = Y2 — aT2.
Resolvamos esta ecuacion para determinar la pendiente a de la recta buscada:
Y1 —ary =Ys —arz < arg—ar1 =y2 — Y1 < a(T2 — 1) = Y2 ~ Y1,

de lo que se obtiene
o= Y2 - '
T2 —T1

Lo anterior nos da la pendiente de la recta que une dos puntos dados, siempre
que 1 # x2 (si x1 = o, entonces la recta que pasa por Py () es vertical, de
ecuacién z = x1). Luego, podemos hallar b = y; — ax, 0 bien podemos utilizar
la férmula punto-pendiente con el valor de @ hallado y con cualquiera de los dos
puntos dados.

Vamos a rehacer el ejemplo anterior, utilizando la férmula hallada.

Ejemplo 165. Recta que pasa por dos puntos. Determinar la ecuacién de la
recta que pasa por los puntos P = (2,3) y Q = (-1,-3).

-3-3 -6 _
To — X1 _—1—2_—3_

Solucion: Sabemos que la pendiente de la recta que une P y @) estd dada por
o= Y2-4% _ 9.

Aplicando ahora la férmula punto-pendiente con a = 2 y P, obtenemos:

y=2(x-2)+3=2z-1. «

@) En Gex:Gebra es posible hallar la recta que pasa por dos puntos P y Q
mediante el comando Recta(P,Q), introduciendo previamente dichos puntos.

Esta herramienta también se encuentra en el mend grafico como ; . Notar

que la ecuacién y = ax+b de una recta también puede expresarse como y—ax = b
o y — ax — b = 0. Reciprocamente, una expresioén de la forma

Ay+Bzx+C=0 0 Ay+ Bz =D,
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con A # 0, puede llevarse facilmente (dividiendo por A y despejando y) a la
forma usual y = ax + b, conocida también como ecuacion pendiente-ordenada
al origen de la recta. Las formas anteriores se conocen como ecuacién general
de la recta, y Gec>Gebra suele expresar asi la ecuacion de la recta hallada en la
version para computadoras. Sin embargo, es posible convertir de una forma a
otra simplemente haciendo clic derecho sobre la recta, y eligiendo la forma que
uno desee.

> Aplicacion: modelando problemas reales.

Veamos ahora algunas aplicaciones de las funciones afines a problemas con-
cretos. A lo largo del libro, por simplicidad en la representacion grifica de
los modelos, supondremos que todas las variables involucradas (tiempo, dine-
ro, etc.) son continuas en lugar de discretas. Esto significa que pueden tomar
cualquier valor en un intervalo determinado. Luego, si estuviéramos modelando
la ganancia en funcidén de la cantidad de unidades vendidas de un determinado
articulo (el cual no puede fraccionarse), el dominio serd el conjunto de los nime-
ros naturales (no se puede vender un l4piz y medio, por ejemplo). En tal caso,
el grafico deberia ser un conjunto de puntos, en lugar de una linea continua. Sin
embargo, graficaremos aqui la funcién como si su dominio fuera el conjunto de
los niimeros reales o un intervalo, y luego el resultado deberd interpretarse segtin
el contexto. <

Ejemplo 166. El duefio de una agencia de viajes paga a cada empleado un suel-
do base de $6300 por mes, mas $500 por cada viaje vendido.

(a) Determinar el sueldo mensual de cada empleado, en funcién de los viajes
vendidos.

(b) Determinar el sueldo de un empleado que vende 12 viajes en un mes.

(c) Determinar la cantidad de viajes que debe vender en un mes para que el
sueldo sea de $14800.

Solucion:
(a) El sueldo mensual (en pesos) de cada empleado estd dado por
S(x) =500z + 6300,

donde x denota la cantidad de viajes vendidos en ese mes.

(b) Si vende 12 viajes en un mes, el sueldo es S(12) = 500 - 12 + 6300 = 12300
pesos.

(c) Debemos hallar x natural tal que S(x) = 14800. Resolvamos esta ecuacion:
14800 = 5002 + 6300 < 8500 = 5002 <= 17 =z.

Entonces, un empleado debe vender 17 viajes en un mes para que el sueldo
sea de $14800. &
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Ejemplo 167. Una pileta se vacia con una bomba que extrae agua a razén de
400 litros por minuto. Al encender la bomba, en la pileta habia 30000 litros de
agua.

(a) Hallar la funcién que indica el caudal restante de agua en funcién del tiempo,
y representarla graficamente.

(b) Determinar la cantidad de agua que queda en la pileta luego de media hora
de comenzar a vaciarla.

(c) Determinar el tiempo necesario para vaciar la pileta por completo.

Solucion:
(a) El caudal de agua (en litros) en funcién del tiempo (en minutos) es
C(t) = 30000 — 400¢,

cuya gréfica es la siguiente:

30000 -+

20000

Agua (litros)

10000

10 20 30 40 50 60 70 80
Tiempo (minutos)

(b) Luego de media hora, la cantidad de agua en la pileta esta dada por el valor
C'(30) = 30000 — 400 - 30 = 18000 litros de agua.

(c) Debemos hallar ¢ tal que C'(¢) = 0 (es decir, hallar la raiz de C'). Resolvamos
esta ecuacion:

0 =30000 - 400t < —30000 = -400t <= t =75.

Entonces, para vaciar por completo la pileta se necesitan 75 minutos. &
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Ejemplo 168. Grados Celsius vs. Grados Fahrenheit. En Argentina se uti-
liza generalmente la escala de grados Celsius (°C) para medir la temperatura.
Sin embargo, en otros paises se utiliza la escala de grados Fahrenheit (°F). La
relacion de conversion entre ambas escalas estd dada por la férmula

f(z) = %x +32,

siendo z la temperatura en grados Celsius, y f(2) la misma temperatura expre-
sada en grados Fahrenheit.

(a) Graficar la recta correspondiente a los grados Fahrenheit en funcién de los
grados Celsius.

(b) (Cuéantos grados Fahrenheit son 20 °C?

(¢) (Cuantos grados Celsius son 50 °F?

(d) ;Para qué valores de temperatura, expresada en grados Celsius, la tempera-
tura equivalente en grados Fahrenheit es negativa?

Solucion:

(a) La recta correspondiente es la siguiente:

PR

100

I I I I I I I I I I I I

T T T T T T T T T T T T

/5—15 -10 -5 5 10 15 20 25 30 35 40
—-10 |

°C

(b) El equivalente a 20 °C en °F es f(20) = 68 (se marca el punto en la recta).
(c) Debemos hallar x tal que f(x) = 50. Resolvemos la ecuacion:

50=22+32 < 18=2zr « 18- 2=z < 10=u.

Es decir, 50 °F equivalen a 10 °C.
(d) Debemos hallar los valores de z tales que f(x) < 0. Entonces resolvemos la
inecuacion:
S2+32<0 & 22<-32 < £<-32- 2 ~-17.78.
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Es decir, para tener una temperatura “bajo cero” en la escala Fahrenheit, de-
bemos tener una temperatura inferior a los —17.78 °C (observar en la gréfica
que este valor es donde la recta interseca al eje x). «

Ejemplo 169. Movimiento rectilineo uniforme. Se llama movimiento rec-
tilineo uniforme (MRU) al que desarrolla un objeto que describe una trayectoria
recta respecto a un observador, con velocidad constante (esto significa acelera-
cién nula). En un movimiento rectilineo uniforme, la posicién s del objeto en
cada instante ¢ se puede calcular por la férmula

s(t) = vt + s,

siendo sq la posicién inicial del objeto y v la velocidad. La gréfica de la posicién
en funcién del tiempo es una recta cuya pendiente es la velocidad, y su ordenada
al origen es la posicién inicial. <

Supongamos que un auto parte desde un punto sobre una autopista recta, y
conduce por ella a una velocidad constante de 83 km/h.

(a) Escribir la féormula que exprese la posicion (en km) del auto en funcién del
tiempo (en horas, luego de la partida).

(b) Calcular a qué distancia del punto de partida se encontrard luego de dos
horas de recorrido.

(¢) (Cuanto recorri6 luego de tres horas y media?

(d) Hallar el tiempo transcurrido entre su partida y el instante en el que lleva
recorridos 498 km.

Solucion:

(a) Tomamos como punto de referencia al lugar donde parti, es decir, coloca-
mos alli el “kilémetro cero”. Aplicando entonces la férmula con sg = 0, la
posicion (en km) del auto en funcién del tiempo (en horas) estd dada por

s(t) = 83t.

(b) La distancia que habra recorrido luego de 2 horas es s(2) = 166 km.
(c) Luego de tres horas y media habra recorrido s(3.5) = 290.5 km.
(d) Buscamos ¢ tal que s(t) = 498. Debemos resolver la ecuacién

498 = 83t,

lo que equivale a ¢ = 6. Luego, pasaron 6 horas desde su partida hasta reco-
rrer 498 km. L
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Ejemplo 170. Movimiento rectilineo uniformemente acelerado. Se llama
movimiento rectilineo uniformemente acelerado (MRUA) al que desarrolla
un objeto cuando se mueve en linea recta y su aceleracion es constante (esto
quiere decir que su velocidad varia uniformemente). En un movimiento rec-
tilineo uniformemente acelerado, la velocidad v del mévil en cada instante ¢
se puede calcular por la férmula

v(t) = at + vo,

siendo vg la velocidad inicial* del mévil, y a su aceleracién. La grafica de la
velocidad en funcién del tiempo es una recta cuya pendiente es la aceleracion, y
su ordenada al origen es la velocidad inicial. <%

Supongamos que un tren de alta velocidad, que se encuentra en reposo, co-
mienza su trayecto en linea recta con una aceleracion constante de 0.5 m/s.

(a) Escribir la férmula que exprese la velocidad alcanzada por el tren en funcién
del tiempo, indicando las unidades utilizadas.

(b) Calcular la velocidad (en kilémetros por hora) que alcanza el tren a los 3
minutos y medio.

(¢) (Cuantos minutos le lleva alcanzar una velocidad de 165 m/s?
Solucion:

(a) Como el tren parte desde el reposo, la velocidad inicial es cero. Puesto que
la aceleracion estd dada en m/s2, la férmula

v(t) = 0.5¢

nos dard la velocidad del tren (en m/s) en funcion del tiempo (en segundos).

(b) Notar que 3 minutos y medio equivalen a 210 segundos, por lo que la velo-
cidad en ese momento serd v(210) = 105, pero en m/s. Para expresarla en
km/h, escribimos

1k k
105™ 05 ™, Lkm 36005 .0 km
S s 1000m 1h h
—_——— ——
=1 =1

(c) Debemos hallar ¢ tal que v(¢) = 165. Resolvamos la ecuacién:
165 = 0.5t < ¢ = 330.

Esto nos dice que le lleva 330 segundos alcanzar la velocidad indicada, lo
que equivale a 5 minutos y medio. «

*Por estar en un movimiento rectilineo, la direccién de la velocidad esta dada por su signo.
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Ejemplo 171. Hallando la aceleracion en un MRUA. Un automévil que va a
una velocidad de 8 m/s acelera uniformemente su marcha, de forma que a los 30
segundos su velocidad es de 23 m/s.

(a) Calcular la aceleracion aplicada en ese tiempo.

(b) Calcular la velocidad (en metros por segundo) que alcanza el automévil lue-
go de 6 segundos de comenzar a acelerar.

(c) Determinar el tiempo transcurrido desde que acelera hasta que alcanza una
velocidad de 20 m/s.

Solucion:

(a) Por un lado sabemos que la aceleracion es la pendiente de la recta dada
por la velocidad. Por otro lado, sabemos cémo calcular la pendiente de una
recta conociendo dos puntos sobre ella. Si empezamos a contar el tiempo
desde el momento que empieza a acelerar, entonces dos puntos en la recta
correspondiente al gréafico de la velocidad son

(0,8) y (30,23).

Entonces la aceleracion es a = % = ;—g =0.5 m/s%.
(b) La velocidad (m/s) en cada instante ¢ (en segundos) del periodo indicado
estd dada por

v(t) = 0.5t +8,

por lo que la velocidad a los 6 segundos de comenzar a acelerar es igual a
v(6) = 11 m/s.
(c) Buscamos t tal que v(t) = 20. Entonces resolvemos la ecuacion

20=0.5t+8 < 12=0.5t < 24 =t.

Esto significa que a los 24 segundos de comenzar a acelerar, llegd a una
velocidad de 20 m/s (lo que equivale a 72 km/h). «

Ejemplo 172. Caida libre - Tiro vertical. Se denomina caida libre al movi-
miento vertical® de un cuerpo sometido Unicamente a la aceleracion dela gra-
vedad, la cual es constantemente 9.8 m/s? (este valor s¢ denotacon laletra 9),
que lo atrae hacia el suelo (supondremos que no hay resistencia del aire). Este
tipo de movimiento se produce cuandotse, lanzayun-objeto verticalmente hacia
arriba o hacia abajo, o cuande.simplemente/lo dejamos caer. La caida libre (o
tiro vertical) es un caso particular del movimiento uniformemente acelerado, por

*Un cuerpo deseribe un movimiento vertical si su trayectoria forma con la horizontal un dngulo
recto-Luego estudiaremos lo que se conoce como “tiro de proyectil”, en el que el objeto se lanza con
un dngulo de tiro agudo, produciendo un desplazamiento del mismo en direccién vertical y también
horizontal.
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(c) Buscamos ¢ tal que y(¢) = 0. Esto significa que debemos resolver ld"ecua-
cién —4.9t? + 20t = 0. Extrayendo ¢ como factor comiin, se obtiené

t(-4.9t+20)=0 <> t=0 o —4.9¢t+20=0.

La opcién t = 0 corresponde a cuando la pelota es lanzada, por lo‘que vuelve
al piso cuando —4.9¢ + 20 = 0, lo que implica ¢ ~ 4.08 segundos.

(d) Primero hallemos ¢ tal que v(t) = 0. Resolviendo(—9.86+ 20 = 0 se obtiene
t =20/9.8 ~ 2.04 segundos. Ahora calculamos

y(2.04) = 4.9 - (2.04)? +20-(2.04) = 20.4,

por lo que la altura méxima alcanzada por-la-pelota es de aproximadamente
20.4 metros.

(e) Sea v la velocidad inicial. Entonces la velocidad y la altura estan dadas por
v(t) = =98t +vg;  y(t) = —4.9t> + vot.

Con el mismo razonamiento del inciso anterior, queremos que

-98t+vy = 0,
—4.9t + vg 25.

Este es=un sistema con dos ecuaciones lineales y dos incégnitas ¢ y v, el
cual se resuelve por sustitucién o por igualacién como se estudi6 en la Sec-
¢16n 44 Resolviendo se obtiene ¢ ~ 5.10 y vg = 50. Esto significa que si
la=velocidad inicial es de 50 m/s, la pelota alcanza una altura maxima de 25
metros a los 5 segundos de ser lanzada, aproximadamente. «

Las funciones lineales también modelan una infinidad de situaciones fre-
cuentes. Este es el caso de problemas de proporcidn directa, lo que incluye, en
particular, a problemas de porcentaje.

(&
Proporcionalidad directa.

Las relaciones de proporcionalidad aparecen con mucha frecuencia en nues-
tra vida cotidiana. Para que dos magnitudes mantengan una relacién de propor-
cionalidad directa, tienen que estar relacionadas de tal forma que si aumenta-
mos la cantidad de una, la otra tiene que aumentar también proporcionalmente,
y lo mismo ocurre si reducimos una de ellas. Por ejemplo, si duplicamos una,
la otra se tiene que duplicar, si la triplicamos la otra también se triplica, y si la
reducimos a la mitad, la otra también se tiene que reducir a la mitad. Esto se
traduce matematicamente como: dos magnitudes x e y son directamente propor-
cionales si existe una constante a, llamada constante de proporcionalidad, tal
que

Y =ax.
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Estamos rodeados de magnitudes directamente proporcionales entre si, como
veremos en los ejemplos contenidos hasta finalizar esta seccion.

> Para resolver un problema de proporcionalidad directa se puede utilizar:

= La constante de proporcionalidad.

= Una regla de tres simple.

En el siguiente ejemplo recordamos estas dos formas de resolucién de pro-
blemas de proporcidn directa.

Ejemplo 174. Proporcion directa. Sabiendo que 16 entradas para el cine cos-
taron $3840, determinar el precio de 29 entradas (estamos suponiendo que no
hay ningtn tipo de promocién).

Solucion 1: hallando la constante de proporcionalidad. Puesto que la cantidad
de entradas a adquirir (x) es directamente proporcional al dinero a abonar (y),
sabemos que existe una constante a tal que y = ax, lo que equivale a a = £
cuando x # 0. Reemplazando z e y por los datos dados, tenemos que

4
a= 20 o,
16
Entonces, el precio a abonar en pesos en funcién de la cantidad de entradas estd
dado por

y = 240z.

Esto implica que el valor de 29 entradas serd de y = 240-29 = 6960 pesos. Notar
que la constante de proporcionalidad a corresponde al valor de la unidad, 1o que
en este caso corresponde al valor de una sola entrada.

Solucion 2: usando regla de tres simple. La regla de tres simple es una operacion
que tiene por objetivo hallar el cuarto término de una proporcién, cuando se co-
nocen tres. Recordamos a continuacién el método para magnitudes directamente
proporcionales™:

16 — 3840 :>:v:29.3840:6960,
29 — =z
obteniendo asi el mismo resultado que con el método anterior. «

*Por simplicidad en la escritura, no colocaremos aqui las unidades correspondientes a las can-
tidades involucradas. Se recomienda al alumno hacerlo en caso de que esto ayude a “encolumnar”
de manera correcta dichas cantidades. Recordar que, al resolver, las unidades deben “cancelarse” de
forma que el resultado quede indicado en la unidad adecuada.
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Ejemplo 175. Al llegar al hotel nos entregaron un mapa con los lugares de
interés de la ciudad. El mapa estd realizado a escala, y dice que 5 centimetros
del mapa representan 800 metros de la realidad. Queremos visitar un puente que
se encuentra a 13 centimetros del hotel en el mapa. ;A qué distancia del hotel se
encuentra este puente?

Solucion: Aplicaremos regla de tres simple para hallar la distancia x en metros:

b 800l 13800 b0
13 — =z
por lo que la distancia del puente al hotel es de 2080 metros. &

% Un caso particular de lo anterior es el cilculo de porcentajes. El porcentaje
se denota® utilizando el simbolo %, que matematicamente equivale a multiplicar
por el factor 0.01. Por ejemplo, “veintiocho por ciento” se representa como 28 %
y equivale a multiplicar por 0.28. Entonces, para obtener el 28 % de 1600 se
multiplica 1600 - 0.28 = 448. Esto proviene de aplicar la regla de tres simple,
teniendo en cuenta que el cien por ciento es el total:

= 448.

100% — 1600 | __ _ 28-1600
2% — Y00

Ejemplo 176. Calculando un descuento. Una prenda de vestir que cuesta $780
tiene un descuento de un 15 % por fin de temporada. Determinar el monto del
descuento y el precio que, finalmente, se pagara por la prenda.

Solucion: Si x denota el descuento de la prenda, entonces

100% —> 780}:}:6:15-780:117.

5% — = 100

Por lo tanto el descuento es de $117 pesos, y el precio final de la prenda es de
$663. «

Ejemplo 177. Calculando el porcentaje de descuento. El precio de un teléfo-
no celular es de $8500, pero si se paga al contado el precio es de $6970. ;Qué
porcentaje de descuento se aplicé al precio original para obtener el importe por
pago al contado?

*Aunque el simbolo % se ve frecuentemente escrito sin separacion de la cifra que lo precede, la
norma establecida por la Oficina Internacional de Pesos y Medidas determina que se debe dejar un
espacio de separacion entre el nimero y él. Esta informacidn se extrajo en noviembre de 2018 de
http://aplica.rae.es/orweb/cgi-bin/v.cgi?i=0OnkkivzhcyyaDhgI.
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Solucion: El total de descuento es 8500 — 6970 = 1530 pesos. La consigna es
determinar qué porcentaje del precio original representa esta cantidad. Es decir,
buscamos x tal que

v 2% 1530,
100
Resolviendo la ecuacion se obtiene z = 1530 - % = 18, lo que significa que el
descuento aplicado fue del 18 %. «

Ejemplo 178. Calculando el precio antes del descuento. Al aplicarle un des-
cuento del 20 % a una bicicleta, el precio obtenido es de $6300. ;Cual era el
precio de la bicicleta antes de aplicarle el descuento?

Solucion: Sabemos que si al precio original le restamos el descuento, se obtiene
6300 (pesos). Si denotamos con x al precio de la bicicleta antes del descuento,
entonces esto se escribe como:

- 20— = 6300.
100
Resolvamos esta ecuacion:
2 -0.22 =6300 < 0.82 = 6300 < = = T7875.

Entonces, el precio de la bicicleta antes del descuento es de $7875. Una opcién
alternativa de razonar el problema es que si el descuento es del 20 %, entonces
lo que pagamos es el 80 % del importe, es decir, 0.8z = 6300. K

Ejercicios 5.2

1. Graficar en un mismo sistema de ejes las tres rectas dadas en cada inciso:

@) y=2z+3; y=2z-1; y=2x.
() y=2+2; y=3z+2; y=1z+2
(©) y=4a; y=-2z; y=-iz.
dy=—z+1 y=—-2x+2; y=—x-2.
(e)y:—3x+%; y=-3x - 2; y:%:c.
) y=2; y=-1: z=2.

2. Determinar en cada caso si los puntos dados pertenecen o no a la recta co-
rrespondiente al gréifico de la funcidn:

(@ y=-sz+1; P=(2,0); Q=(4,3).
®b) y=5z-1, P=(1,3); Q=(0,-2).
(© y=2x+4; P=(3,5); Q=(0,4).

3. Hallar la ecuacién de la recta que satisface las condiciones dadas:
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(a) Tiene pendiente —3 y ordenada al origen 4.

(b) Su pendiente es 5y suraizes x = —1.

(c) Tiene pendiente —2 y pasa por el punto (1,5).

(d) Su ordenada al origen es —3 y pasa por el punto (2, -4).

4. Hallar en cada caso la ecuacidn de la recta que tiene la pendiente indicada y
pasa por el punto dado:
(@ m=2; P=(-3,1).
(b) m=-3; P=(4,2).
(¢) m=5 P=(3,-3).

5. Hallar la ecuacién de las rectas dadas en los siguientes gréaficos:

(a) 3 (b) 3

-3 -3
P=(23)
(© 3 @) 3
2
/ P=(-1,1) 1
xZ xZ
-3 -2 -1 1 2 3 -3 -2 -1 1 2 3
-1 A
-2 -2
-3 -3

6. Mediante la formula dada en la pagina 184, determinar la pendiente de la
recta que une al par de puntos dados en cada inciso. Utilizarla para hallar la
ecuacion de la recta que pasa por ellos.

(a) P= (_27_4); Q= (LS)' d P= (_173); Q= (3a_1)'
(b) P=(1,2); Q=(0,4). © P=(2,0): Q=(4,3).
() P= (274); Q= (_4a1)' ® P= (35_5); Q= (_171)'
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7. O Comprobar los resultados obtenidos en cada inciso del ejercicio anterior,
ingresando los puntos y trazando la recta que los une. Luego, con el comando

Pendiente o su icono grifico ‘ ‘ hallar la pendiente de la recta trazada.

8. Hallar la pendiente y ordenada al origen de las siguientes rectas:

(@) 3y+2x=-4 d) 6y-2x-18=0
(b) 2y +6x=8 () ~y+3x+m=0
() %y_gx:g ) -y+4x+5=0

9. Demostrar que las rectas con ecuaciones -2y +8x =6y 3y - 12x - 15 =0
son paralelas.

10. Hallar la ecuacidn de la recta que satisface las condiciones en cada inciso:

(a) Suordenada al origen es -2 y es paralelaa y = —4x + 1.
(b) Pasa por el punto (1,8) y es paralelaa y = 3z + 3.

(c) Esparalelaay = —%a: +1ysuraiz z = 6.

(d) Es perpendicularay = —%x y pasa por el origen.

(e) Pasa por el punto (1,1) y es perpendicular a y = %x +8.

(f) Suraizes x = -2y es perpendicular ay = -2z + 7.

11. Hallar la ecuacién de la recta con ordenada al origen —3, que sea perpendicu-
lar a la que pasa por los puntos P = (2,6) y Q = (-2,3).

12. Hallar la ecuacién de la recta paralela a la que une los puntos (1,-4) y
(-1,6), que pasa por el punto (1,-2).

13. O Actividad en GeGebra:

) Ingresar tres puntos cualesquiera (no alineados).

@ Trazar una recta por dos de ellos.

'Y

< Trazar la recta paralela a ella que pase por el punto restante.
@ Trazar la recta perpendicular a ellas, por el mismo punto.
SN

R

> Mover la primera recta trazada, para observar como el resto se mueve
en forma dindmica manteniendo las propiedades del grafico.
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14.

15.

16.

17.

18.

19.

(8] En un cierto empleo se paga un monto fijo mensual de $2300, mas $120
por cada hora de trabajo.

(a) Hallar la funcién que indique el sueldo mensual de un empleado en fun-
cion de las horas de trabajo.

(b) Determinar lo que cobrara un empleado en el mes que trabajé 20 horas.

(c) Determinar la cantidad de horas que debe trabajar un empleado al mes
para cobrar $23900.

(d) ;Cual es el minimo de horas mensuales que debera trabajar para que el
sueldo supere los $25000?

a Supongamos que un taxi cobra una tarifa inicial fija de $25 (bajada de
bandera), mds un costo de $0.3 por cada 10 metros recorridos.

(a) Hallar la funcién que indique el costo del viaje en funcién de los metros
recorridos.

(b) Determinar el costo de un viaje de 2 kilémetros de recorrido.

(¢) Determinar la cantidad de kildmetros que podemos recorrer si dispone-
mos de $70.

? Una empresa que fabrica paraguas tiene costos fijos de $2000, costos de
produccion de $20 por unidad y un precio de venta unitario de $50. Determi-
nar las funciones de costos, ingresos y ganancias de la empresa. Graficar la
funcién ganancia, y determinar la cantidad de paraguas que debe vender para
obtener una ganancia de $10000.

365 Un club dispone de un salén para fiestas, que se alquila mediante dos
opciones:

= Opcidn por invitado: se debe pagar $120 por cada persona que asista a
la fiesta (incluyendo al organizador).

= Opcidn para socios: se permite que el organizador de la fiesta se asocie
al club por un valor de $380 pesos, y cada persona que asista paga $90
(incluyendo al organizador).

Hallar la funcién que indique el precio del salén en cada uno de los casos en
funcién de la cantidad de invitados. Indicar qué opcidn conviene si la cantidad
total de personas que asisten es 18. ;Y si asisten 11?

8 Determinar a cuantos grados Fahrenheit corresponden 25 °C, y cuantos
grados Celsius equivalen a 68 °F (ver Ejemplo 168).

@ Un automévil parte desde el reposo y aumenta uniformemente su velo-
cidad durante 30 segundos. Sabiendo que la velocidad pasa de 2 m/s a 6 m/s
en 5 segundos, se pide:
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(a) Laformula de la velocidad en funcién del tiempo para cada instante hasta
los 30 segundos.

(b) La velocidad que alcanza a los 30 segundos, expresada en km/h.

(¢) El momento en el que alcanza los 60 km/h.

20. a Un mévil con una velocidad de 40 m/s frena, de manera que disminuye
la misma uniformemente a razén de 5 m/s?. Calcular el tiempo transcurrido
hasta que se detiene por completo.

21. w Se deja caer una pelota desde una altura de 56 metros. Determinar:

(a) El tiempo que tarda en caer.
(b) La velocidad con la que llega al suelo.

22, Qg Desde una altura de 35 metros se arroja hacia abajo una llave con una
velocidad inicial de —30 m/s?. Calcular:

(a) Eltiempo que tarda en caer.

(b) La velocidad con la que llega al suelo.

23. E Desde el techo de un edificio se deja caer una piedra, la cual llega al suelo
4 segundos después. Calcular:
(a) La altura del edificio.
(b) La velocidad de la piedra al llegar al suelo.

24. ¥ (Con qué velocidad inicial debe lanzarse verticalmente un objeto hacia

abajo desde una altura de 48 metros, para que llegue al suelo 2 segundos
después?

25. 4 Un objeto que es lanzado hacia arriba desde el nivel del suelo vuelve a
caer a los 7 segundos. ;Con qué velocidad inicial se lanz6? ;Con qué ve-
locidad inicial deberia haber sido lanzado para que vuelva al suelo a los 6
segundos?

26. 9 Se lanza una moneda hacia arriba verticalmente desde una altura de 1.20
metros, con una velocidad inicial de 30 m/s.

(a) Determinar cuanto demora la moneda en caer al suelo, y la velocidad con
la que llega.
(b) Hallar el instante en que la velocidad de la moneda es cero.

(c) Sabiendo que la altura méxima de la moneda corresponde al instante en
que su velocidad es cero, determinar la altura maxima alcanzada.
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27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

$®2 Un obrero tira ladrillos verticalmente desde el suelo a un andamio situa-
do a 4 metros de altura, con una velocidad inicial de vy m/s.

(a) Determinar las funciones de velocidad y altura del ladrillo en cada ins-
tante, suponiendo la altura inicial yg = 0.

(b) Sabiendo que la altura méxima del ladrillo corresponde al instante en que
su velocidad es cero, determinar vg para que el ladrillo llegue a la altura
del andamio e indicar cuanto tiempo demora en llegar.

mj En un plano hecho a escala se indica que 2.6 cm corresponden a 300
metros.

(a) Dos monumentos se encuentran en extremos opuestos de una avenida
que tiene 1.8 km de largo. ;Qué distancia hay en el plano entre los mo-
numentos?

(b) En el plano, ;cudntos centimetros representan 100 metros?
(¢) Si dos lugares se encuentran a 12.3 cm en el plano, ;a qué distancia se

encuentran en la ciudad?

QIQ En una panaderia se utilizan 56 kg de harina para producir 70 kg de pan.
Hallar la cantidad de harina necesaria para producir 98 kg de pan.

fp— .
2= Un examen posee 20 preguntas, y para aprobar se necesita responder
correctamente el 70 % de ellas. ;Cudntas respuestas correctas se necesitan
para aprobar?

ij Para obtener la regularidad en una asignatura se requiere un 80 % de
asistencia a las clases.

(a) Si la cantidad total es de 48 clases, ja cudntas clases se necesita asistir
como minimo para ser regular?

(b) Si un alumno asisti6 a 36 clases, cudl es su porcentaje de asistencia?

(c) Si sabemos que el porcentaje de asistencia de un alumno es del 62.5 %,

(a cuantas clases falté?

{83 Juan cobra $36000 al mes y paga $6480 de impuestos. ;Qué porcentaje
de impuestos paga?

= En una tienda de ropa hay 20 % de descuento por cambio de temporada.
Si por un abrigo el descuento fue de $150, ;cudl era el precio original del

abrigo y cudl es el precio final?

|@| Con un descuento del 18 %, una silla cost6 $574. ;Cual era el precio antes
del descuento?
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35. 8¢ La factura del teléfono antes de afiadirle el 21 % del IVA es de $345.
(Cudl es el precio final de la factura?

36. E El precio final de la factura de gas, incluyendo el 21 % del IVA es de $640.
(Qué monto corresponde al IVA?

37. ;3 En una poblacién de 27000 habitantes, el 82 % tiene mas de 18 afios.
Determinar la cantidad de habitantes que esto representa.

38. $ El sueldo de un empleado corresponde al 14 % de las ventas que realice
en el mes. ;Cudnto tendrd que vender en un mes para que su sueldo sea de
$28000?

5.3. Sistemas de ecuaciones lineales: interpretacion
grafica

En la Seccién 4.4 estudiamos métodos para hallar analiticamente las solu-
ciones de un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégnitas, el cual es
uno de la forma

@z +by = ¢,
asx + by = co,

donde aq, as, by, ba, c1 y c2 son nimeros reales, y las incégnitas son x e y.
Aprendimos a resolver este tipo de sistemas por sustitucion y por igualacién, y
prometimos justificar en este capitulo la afirmacidn sobre la cantidad de solucio-
nes del mismo. Habiamos afirmado que solamente puede ocurrir una y solo una
de las siguientes opciones:

» Tiene una solucién Unica (sistema compatible determinado).
= Tiene infinitas soluciones (sistema compatible indeterminado).
= No tiene solucion (sistema incompatible).

Recordemos que una solucidn al sistema son valores para x e y que satisfacen
ambas igualdades a la vez. Reescribiendo las ecuaciones del sistema obtenemos

= a1 j=8

{ Yy - b1x+b17
= @ C2

Yy - b2x+b2’

siempre que b; y Do sean distintos de cero. Si by = 0y a; # 0, la primera
ecuacioén se reescribe como x = %, lo que corresponde a una recta vertical, y
andlogamente se procede si by = 0 y as # 0. Entonces se puede observar que
cada ecuacion de un sistema de dos ecuaciones lineales, corresponde a la de una
recta. Un punto (z,y) serd solucién del sistema si satisface ambas ecuaciones
a la vez, lo que significa que debe pertenecer a ambas rectas. Graficamente hay
solo 3 posibilidades para dos rectas:
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= Que se corten en un Unico punto: solucién tnica.
= Que sean la misma recta (son coincidentes): infinitas soluciones.
= Que no se corten (son paralelas): sin solucién.

Tlustramos a continuacién estas posibilidades.

y=-20-1

y=-22+2

@) Ya que resolver un sistema de dos ecuaciones lineales con dos incégni-
tas equivale a encontrar la interseccion de las dos rectas involucradas, podemos

utilizar la herramienta @ para hallar dicho punto en caso de que exista. El
comando correspondiente a esta herramienta es Interseca, como ya se indic6 en

la pagina 163.

Ejemplo 179. Determinar, sin resolver, la cantidad de soluciones del siguiente

sistema:
{ y = 4dx -3,

Y %x+8.

Solucion: Puesto que las dos rectas involucradas no tienen la misma pendiente,
estas no serdn paralelas. Ademas es claro que no son la misma recta, por lo que
la dnica opcidn es que se intersequen en un Unico punto. En otras palabras, el
sistema tiene una sola solucién tnica, por lo que es compatible determinado. &

Ejemplo 180. La compaiiia A de telefonia celular ofrece un abono mensual que
consiste en $370 de base, mas $1 por cada minuto de llamada®. Por otro lado, la
compaiiia B ofrece un plan de $50 de base, mds $5 por cada minuto de llamada
utilizado. Hallar el costo mensual de cada empresa en funcién de los minutos
de llamada utilizados y determinar para qué cantidad de minutos ambos planes
tiene el mismo precio, y cudl es dicho importe. A partir de la grafica, determinar
ademads qué compaiiia ofrece un plan més conveniente segin el uso.

Solucion: Sea x la cantidad de minutos de llamada utilizados en el mes. El costo
mensual de la compaiiia A estd dado por f(x) = 370 + z, mientras que el de

*Recordemos que estamos considerando el tiempo como “continuo”, lo que nos permite suponer
que el costo de la llamada se fracciona por cada instante utilizado, sin importar lo pequefio que sea.
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la compaiifa B es g(x) = 50 + 5x. Para hallar la cantidad de minutos para los
cuales los importes de ambas compaiiias coinciden, debemos resolver el sistema

¥

Esto equivale a hallar la interseccion de las rectas graficadas a continuacidén:

370 + z,
50 + 5.

200 +

100

50

|
|
|
!
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
!
|
|
|
1

t t t t t t t T t t X
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Resolviendo por igualacién obtenemos
370 +2=50+5z < 320=4z < x =80.

Reemplazando en cualquiera de las ecuaciones se obtiene y = 450. Esto significa
que si se utilizan 80 minutos mensuales, entonces el precio de ambos planes es
de $450. Como se puede observar en el gréfico, si un usuario consume menos de
80 minutos mensuales, le conviene el plan que ofrece la compaiia B, pero si los
supera entonces le conviene contratar a la compafiia A. «

Ejemplo 181. Brenda y Franco viven sobre una calle recta, a una distancia de
780 metros, y deciden salir caminando al mismo tiempo desde sus respectivas
casas hacia la del otro. Ambos caminan a velocidad constante durante su reco-
rrido, pero uno mas rapido que el otro: Brenda avanza 28 metros por minuto,
mientras que Franco recorre 148 metros en 4 minutos. Determinar cudnto de-
moran en encontrarse y la distancia recorrida por cada uno hasta ese momento.
Ademéds, calcular el tiempo que demora Franco en llegar a la casa de Brenda,
suponiendo que mantiene la misma velocidad.

Solucion: La velocidad de Brenda es de 28 metros por minuto. La velocidad de
Franco la podemos calcular con la férmula de la pendiente con los puntos (0, 0)
y (4,148), o bien por regla de tres simple, para concluir que es de 37 metros por
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minuto. Sabemos que en un MRU la posicién en funcién del tiempo estd dada
por
s(t) = vt + s,

siendo sq la posicidn inicial y v la velocidad. Supongamos que nuestro punto de
referencia es la casa de Brenda, es decir, ubicamos alli el origen de coordenadas.
Entonces, las posiciones de Brenda y Franco estdn dadas respectivamente por:

SB(t) = 28t, SF(t) =-37t + 780,

donde ¢ indica los minutos desde el momento de la salida. Observar el signo me-
nos en la velocidad de Franco, que indica que caminan en direcciones opuestas
(cuando Franco camina, se acerca a la casa de Brenda). Graficamente, la dis-
tancia de cada uno a la casa de Brenda luego de ¢ minutos de haber salido se
representa en la figura siguiente:

SF SB
600

500 y =28
400 +

300 +

200 +
y = —37t + 780

|
|
|
|
!
|
|
|
1
T

2 4 6 8101214161820%\242615

El punto de interseccion de las dos rectas corresponde a la solucién del sis-

tema
y = 28t,
y = -37t+780,

lacualest = 12 e y = 336. Es decir, se encontrardn a los 12 minutos de haber
salido, Brenda habra recorrido 336 metros, con lo cual Franco habra recorrido
780 — 336 = 444 metros. Finalmente, el tiempo que demora Franco en llegar
hasta la casa de Brenda corresponde a hallar ¢ tal que sp(¢) = 0 (recordemos
que ubicamos el origen en la casa de Brenda). Entonces resolvemos

0=-37t+780 < t= 0 o1,
37

lo que nos dice que demorard 21 minutos aproximadamente, lo que coincide con
lo obtenido en el gréfico. «
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Ejercicios 5.3

1.

2.

3.

4.

S.

Hallar gréfica y analiticamente la interseccién de las rectas de ecuaciones
y=-3zx+ley=2x-4.

Determinar, sin resolver el sistema, si las rectas y =4z +2 e y = 4o + V2 se
intersecan en algtin punto. Justificar.

Resolver gréfica y analiticamente los siguientes sistemas:

(a){y = -32+6 (b){ 2u-8x = 4
y = =

|
o

2¢ +1 -3r-y+2

@ Dentro de 9 afios, la edad de Matias superard en 4 afios a la mitad de la
edad de su hermana Clara. Determinar la edad que tienen hoy ambos, sabien-
do que cuando Matias nacid, Clara tenia 3 afios.

N
@ Se dispone de la siguiente informacién* (por kilogramo) sobre los alimen-
tos mencionados:

= Banana: 1000 calorias y 10 gramos de proteinas.
= Helado de crema: 2000 calorias y 40 gramos de proteinas.

Al llegar a su nutricionista, un paciente afirmé que desde la consulta anterior
hasta ese dia, con lo que consumi6 de bananas y helado de crema ingirié 4400
calorias y 60 gramos de proteinas. Hallar gréfica y analiticamente la cantidad
de bananas y de helado de crema que consumid.

. 22 En un club el valor mensual de la cuota societaria es de $480, pero no

incluye el acceso a la pileta de natacion. Este acceso tiene un costo diario de
$120, con un descuento del 40 % para socios.

(a) Hallar la funcién que determine el costo mensual en funcion de la can-
tidad de dias de acceso a la pileta para cada caso (socios y no socios), y
graficar ambas rectas en un mismo sistema.

(b) Determinar la cantidad de dias de acceso a la pileta que implican el mis-
mo costo mensual para socios y no socios.

(c) Siuna persona desea ingresar a la pileta 6 dias al mes, ;le conviene o no
asociarse? ;Y si quiere ingresar 14 dias?

. Sheila es estudiante de medicina, y debe comprarse un estetoscopio o) y un

martillo *g para evaluar reflejos. El martillo cuesta la mitad de lo que cuesta
el estetoscopio, y el precio por ambos articulos es de $675. Determinar gréfica
y analiticamente el precio de cada uno.

“Datos aportados por la Lic. en Nutricién Melina Flesia (M. P. 560), redondeados para facilitar

los célculos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15

. [l Un comerciante invierte su dinero en dos productos: uno da un 6 % de

ganancia, y el otro da 10 %. Sin embargo, decide usar el doble de dinero para
el producto que rinde menos, porque es mas facil de vender. Si la ganancia
resulté de $3300, ¢cudnto invirtié en cada producto?

. ? Se dipone de dos soluciones de salmuera (mds de un litro de cada una),

una contiene 5 % de sal y otra contiene 20 % de sal. ;Cuantos mililitros de
cada solucién se deben mezclar para obtener 1 litro de una solucién que con-
tenga 18 % de sal?

T" Se necesita formar una pintura violeta que contenga 40 % de rojo y 60 %
de azul. Para hacerlo se dispone de dos tarros de pintura de un litro cada uno
que se componen de la siguiente forma: el primero contiene 25 % de rojo y
75 % de azul, y el segundo estd formado por 55 % de rojo y 45 % de azul.
Indicar la cantidad de cada tarro necesaria que hay que tomar para formar
uno (es decir, de un litro de pintura) del color deseado.

(e En un teatro, un cierto dia se vendieron un total de 658 entradas, entre
un especticulo infantil y una comedia para adultos. Sabiendo que la cantidad
de asistentes al primero es igual a % de la cantidad de asistentes al segundo,
determinar el nimero de entradas vendidas para cada uno.

',é] Un excursionista realizé en dos tramos una caminata de 40 kilémetros
en una montafia. Lo recorrido durante el primer tramo excede en 4 al doble
de los kilémetros caminados durante el segundo. Determinar la cantidad de
kilémetros recorridos en cada tramo.

ﬁ Un detective fue contratado para descifrar un antiguo cédigo secreto com-
puesto por 8 digitos, en el cual los primeros 4 corresponden al afio de naci-
miento de Leonardo, y los tltimos 4 al afio de nacimiento de su hija Isabel.
Pudo averiguar que Isabel naci6 el dia que Leonardo cumplia 23 afios de
edad, y que en el afio 1850 la edad de Isabel excedia en 10 afios a la mitad de
la edad de Leonardo. ;Cuadl es el c6digo?

og Replantear las ecuaciones del Ejemplo 181 colocando el origen de coor-
denadas en la casa de Franco. Luego, resolverlo utilizando Ge<Gebra.

O Utilizar Ge<:Gebra para resolver los siguientes sistemas:

2c-y =5 8r-2y = 5
(a){ r+dy = 7 (b){ -122+3y = 7

z-y = 1 2zx+y = 1
(C){4x+3y = 18 (d){ 6r-3y = -3
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(c) (Cudl es el costo de cada litro de esta mezcla? ;Cudntas unidades-de
cada nutriente posee cada litro de la mezcla?

(d) (Qué porcentaje de cada fertilizante posee la mezcla?

9. % Dajana fabrica tazas y mates de cerdmica estampadosgparalo cual utiliza
calcomanias vitrificables negras y de color. Para cadataza emplea dos negras
y una de color, y obtiene una ganancia de $30, mientras que por cada mate
emplea dos negras y dos de color, y la ganancia es' de $50. Si dispone de 500
calcomanias negras y 300 de color, ;cudntas tazas y mates debe producir y
vender para maximizar la ganancia? ;Cual€s ¢l importe de la misma?

10. ' Supongamos que en el problema anteriof, Daiana desea entregar una cucha-
ra con cada taza y una bombilla.con.¢ada mate, lo cual no afecta el importe
de la ganancia. Sin embargo, Daiana dispone solamente de 130 cucharas y
120 bombillas, y no-estd dispuesta a vender los productos sin su accesorio
correspondiente,

(a) Plantear el sistema con las restricciones del problema y graficar la regién
factible.

(b) Indicar la cantidad de tazas y mates que debe producir y vender para que
la,ganancia sea maxima, y cudl es su importe.

(¢)=Determinar si al fabricar la cantidad éptima quedan calcomanias sin uti-
lizar. En tal caso, indicar el tipo y cantidad sobrante.

5.5. Funcion cuadratica

Nos ocuparemos ahora de analizar las funciones polindmicas de grado 2, es
decir, las funciones de la forma

f(z) =az®+ bz +c,

siendo a, b y ¢ nimeros reales, con a # (. Una funcién de este tipo es llamada
funcion cuadratica. Por ser una funcién polinémica, su dominio es el conjun-
to R de los nimeros reales.

Ejemplo 186. Las siguientes son funciones cuadréticas:
y=32% - bz +4, y=-12%+5z,

y=x?-6, y = —4x?, y=mz+5- 4z «

El primer paso serd analizar el aspecto de la grifica correspondiente a una

funcién cuadrética, para lo cual recurriremos a una tabla de valores. El objeti-

vo serd detectar su “forma”, y el efecto producido en ella por cada uno de los
pardmetros a, by c.
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Ejemplo 187. Esbozando el grifico de f(x) =x”. En este caso a = 1y
b = c=0. Representaremos esta funcién graficamente, confeccionando primero
una tabla de valores con una cantidad apropiada de puntos:

-3 | (-3)%=
-2 | (-2)%=4
1| (-1)2%=
0 0%2=0
1 12=1
2 22 =4
3 32=9

Luego, ubicamos los puntos obtenidos en un sistema de ejes coordenados, y
los unimos con linea punteada:

«

Se denomina parabola a la forma que posee la gréfica realizada en el ejem-
plo anterior. Veremos que esta curva no se obtiene solamente para y = 22, sino
para cualquier otra funcién cuadratica. El aspecto de cada pardbola se verd mo-
dificado con respecto a la anterior por los valores de a, b y c. Puesto que los
cambios los vamos a comparar con respecto a la grafica de y = 22, denomina-
mos a esta parabola matriz.

> En el ejemplo anterior, notar que f(-3) = f(3) = 9, pues estamos elevando
al cuadrado. Lo mismo pasa con cualquier otro valor, es decir f(-z) = f(z) para
cualquier ndmero real x. Esto significa que la funcién toma el mismo valor para
un nimero que para su opuesto, 1o que se traduce en que la grafica se “refleja”
respecto del eje y. Hablando en términos matematicos formales, esto significa
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que la gréfica es simétrica con respecto al eje y, o que y es el eje de simetria
de la pardbola.

Notar también que la imagen de f(z) = 2% es el conjunto [0, c0) de los
reales no negativos. El punto (0,0) es llamado vértice de la pardbola.

Comencemos explorando el efecto del coeficiente cuadratico a.

Ejemplo 188. Grafico de f(x) = ax?. En este caso también tenemos b = 0 y
c = 0, pero tomaremos diferentes valores de a para detectar el efecto que produce
con respecto a la pardbola matriz. En particular, construiremos tablas de valores
para las funciones dadas por

y=32%,  y=3a%,  y=-2%  y=-27

Como en el caso de y = 22, las funciones anteriores satisfacen f(-x) = f(x),
por lo que en las tablas incluiremos solamente valores positivos:

‘JU‘:I/Z:S.’ITZ‘ ‘a:‘z/:%xg‘ ‘x‘yzfr“‘ ‘x‘_z/:f’r‘)‘
0 0 0 0 0 0 0 0
1 3 1 : 1] -1 1 -2
2 12 2 2 2 -4 2 -8
3| 27 3 3 3] 9 3| 18

Representamos a continuacién los puntos (con el color indicado en cada tabla),
y también los correspondientes opuestos, unidos con una linea curva. Ademds
graficamos con gris la pardbola matriz.

«

Del ejemplo anterior podemos concluir que el signo de a determina si las
ramas de la parabola abren hacia arriba (a > 0) o hacia abajo (a < 0). Ademas, si
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el valor absoluto de a es menor que uno, las ramas son mas “abiertas” (quedando
mds cercanas al eje x) que las de la pardbola matriz, mientras que si su valor
absoluto es mayor que uno, las ramas comienzan a “cerrarse” mds (quedando
mads cercanas al eje y). En todos los casos el eje de simetria es el eje y, y el
vértice es (0, 0).

Un punto (z*,y*) perteneciente a la grifica de una funcién f es un punto de
minimo si f(z) > y*, para todo z en el dominio de f. Es decir, la ordenada y*
de un punto de minimo indica el valor mas pequefio que toma f, y la abscisa x*
indica donde dicho valor minimo fue alcanzado. Similarmente, la ordenada de
un punto de maximo indica el valor mas grande que toma f y, al igual que
antes, la abscisa indica dénde fue alcanzado. No toda funcién posee un minimo
0 un mdximo en su conjunto imagen (pensar, por ejemplo, en f(z) = x, cuya
imagen es R), por lo que estos puntos no siempre existen. Para el caso de una
pardbola de la forma y = ax?, el vértice (0,0) es el punto de minimo cuando
a >0,y el punto de méximo si a < 0.

Resumimos todo lo anterior en el siguiente cuadro:

Griéfica de y = az?: parabola simétrica con respecto al eje y, vértice en (0, 0)
a>1 ——> Ramas hacia arriba, m4s cerrada que y = z?

a>0 El vértice es un punto de minimo

0 <a<1 —> Ramas hacia arriba, mds abierta que y = 2

a < -1 ——> Ramas hacia abajo, m4s cerrada que y = —x2

a<0 El vértice es un punto de maximo

-1<a<0 ——> Ramas hacia abajo, mis abierta que y = —2:2

Analizaremos ahora el efecto del parametro c.

Ejemplo 189. Grifico de f(xz) =2%+c. Aqui a = 1y b = 0, y tomaremos
diferentes valores de c para detectar el efecto que produce con respecto a la
parabola matriz. En particular, construiremos tablas de valores para las funciones
dadas por

y=a%+1, y=a%+2, y=x%-3.

Como en el caso de y = ax?, las funciones anteriores satisfacen f(-x) = f(x)
porque la variable x estd elevada al cuadrado, por lo que en las tablas incluiremos
solamente valores positivos de x:
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‘z‘ y=a2+1 ‘ ‘x‘ y=a2+2 ‘ ‘a:‘ y=x2-3

0 0*+1=1 0] 02+2=2 0]0°-3=-3

1| 12+1=2 1| 12+2=3 1|12-3=-2

2| 22+1=5 2| 22+2=6 2 22-3=1

3132+1=10 3032+2=11 3] 32-3=6
Representamos en la figura siguiente los puntos (con el color indicado en ca-
da tabla), unidos con una linea curva. Ademads graficamos con la pardbola
matriz.

«

Del ejemplo anterior concluimos que el pardmetro ¢ produce una traslacion
vertical de la pardbola en |c| unidades: hacia arriba si ¢ > 0, y hacia abajo cuando
c< 0.

El pardmetro c traslada verticalmente a la pardbola, por lo que las
coordenadas del vértice para la gréfica de f(x) = 2% + ¢ son (0, ¢).

Ejemplo 190. Grifico de y = ax? + c. Para analizar la grifica de una funcién
con esta forma, combinamos los efectos que producen los pardmetros a y c. Por
ejemplo, consideremos las funciones

fz) =247 -4, g(x) = -32% +5, h(z) = %xQ +1.
Analicemos la grifica de cada funcién segiin los valores de a y c.

Grifica de f. Puesto que a = 2, las ramas de la pardabola abren hacia arriba, mas
cerradas que las de la pardbola matriz. Ademds, su vértice es el punto (0,-4),
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es decir, se encuentra desplazada 4 unidades hacia abajo. El vértice corresponde
al punto de minimo.

Grafica de g. Las ramas de la pardbola son més cerradas que las de la matriz,
pero abren hacia abajo pues a = —3. Se encuentra desplazada 5 unidades hacia
arriba, y su vértice (0, 5) es el punto de maximo.

Gréficade h. Alsera = %, las ramas abren hacia arriba pero mds abiertas que
las de la pardbola matriz. Estd desplazada una unidad hacia arriba, y su vértice
(0,1) es el punto de minimo.

Para corroborar estas conclusiones, las grificas correspondientes a las fun-
ciones anteriores son las siguientes:

«

% La pardbola dada por 3y = ax? + ¢ es simétrica con respecto al eje y, su
vértice es el punto (0, ¢), y este corresponde al punto de mdximo si a < 0, y al
punto de minimo si a > 0.

Analizaremos ahora el efecto que produce b. Si bien podemos sospechar
que inducird un desplazamiento de la pardbola hacia los costados (izquierda o
derecha), no es tan directo determinar dicho desplazamiento como en el caso
de c. Para esto estudiaremos varios ejemplos.

Ejemplo 191. Graficar la funcién y = 222 — 12z + 14.

Solucion: Como siempre, haremos una tabla de valores. Pero esta vez la variable
x no aparece solamente elevada al cuadrado, por lo que la funcién no tomara
el mismo valor para x que para —z (por ejemplo, en la tabla siguiente puede
verse que f(-2) # f(2)). Asi que incluiremos valores negativos y positivos en
la tabla:
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‘ T ‘ y=2x%-12z + 14 ‘
-2 2-(-2)2-12-(-2) + 14 =46
-1 2-(-1)2-12-(-1) +14 =28
2.02-12-0+14=14
2-12-12-1+14=4
2.22-12-2+14=-2
2:-32-12-3+14=-4
2.42-12-4+14=-2
2.52-12-5+14=4

G W= O

Ubicaremos ahora algunos de estos puntos en un sistema de ejes coordenados, y
los uniremos con una linea:

30 1y

25 |

Eje de simetria
15
10
5 |

: : : : ‘ x
N RN

] Vértice

Como podemos observar, el vértice de la pardbola es el punto (3,—-4), y el eje
de simetria es la recta de ecuacion = = 3. Nos preguntamos si es posible obtener
esta informacién desde la expresion de la funcién, sin tener que graficarla. La
respuesta se obtiene completando cuadrados, como aprendimos a hacerlo en el
Capitulo 4 (ver pag. 116):
y=21%-120+14=2(z® - 62 +7)

=2(x? - 62+9 - 9+7)=2(2*-62+9)-4

=2(z-3)% + (-4).
Podemos observar que en la férmula anterior aparecen las coordenadas del vérti-

ce (la abscisa precedida por un signo menos). Las ramas de la pardbola abren
hacia arriba, pues a = 2 > 0. L

Veamos otro ejemplo para observar si ocurre lo mismo:
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Ejemplo 192. Graficar la funcién y = —322 — 12z — 8.

Solucion: La tabla de valores para esta funcion es la siguiente:

‘ T ‘ y=-32%-122 -8 ‘
-5 | -3-(-5)?-12-(-5)-8=-23
-4 | -3-(-4)2-12-(-4)-8=-8
-3 | -3-(-3)?-12-(-3)-8=1
-2 | -3.(-2)?-12-(-2)-8=4
-1 -3-(-1)2-12-(-1)-8=1

0 -3-02-12-0-8=-8
-3.12-12-1-8=-23
2 -3.22-12.2-8=-44

A partir de esta tabla, ubicando algunos de los puntos y uniendo, se obtiene el
siguiente grafico:

Y
Vértice 5 |
-6 -5 -3 -2 -1 1

710 4

~15 +
Eje de simetria

-20 +

—25 +

Como podemos observar, el vértice de la pardbola es el punto (-2,4), y el
eje de simetria es la recta de ecuacién x = —2. Completemos cuadrados en la ex-
presion de la funcién cuadratica para ver si nuevamente estos valores aparecen:

y=-32>-122 -8 =-3(2 +4x) - 8
=-3(2® +4x+4 - 4)-8=-3(2® +4x+4)+12-8
= -3(z+2)%+4 = -3(x - (-2))%+4.
Aparecen, al igual que antes, las coordenadas del vértice con la abscisa precedida

por un signo menos. Puesto que a = -3 < 0, las ramas de la pardbola abren hacia
abajo. «
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>
CJ/ Se dice que una funcién cuadratica estd expresada en su forma canénica
o normal cuando se la escribe como

y=a(x-h)*+k.
En tal caso, tenemos que:

= Su gréfica es una pardbola con vértice V' = (h, k), y eje de simetria en la
recta z = h.

= Si a > 0 las ramas abren hacia arriba, por lo que el vértice es el punto de
minimo: la funcién alcanza un minimo en x = h, y ese minimo es k.

= Si a < 0 las ramas abren hacia abajo, por lo que el vértice es el punto de
méximo: la funcion alcanza un maximo en z = h, y ese maximo es k.

A Observar que en la forma candnica de una funcién cuadrética hay un signo
menos delante de la h que es parte de la férmula. Luego, si

f(x)=2(x+3)*+5=2(z—(-3))* +5,

entonces su vértice es el punto (-3,5). Un error frecuente es decir que el vértice

es (3,5) X Para k no ocurre lo mismo, ya que no tiene un signo menos en la
férmula.

’? Para esbozar la gréfica de una funcién cuadritica mediante una tabla de va-
lores, es dificil saber de antemano cudles y cuantos son los valores “apropiados”
que debemos tomar para x. Uno tiende, en general, a tomar valores cercanos al
cero, pero esto puede no ser adecuado para detectar la parte mds significativa de
la pardbola. Por ejemplo, si el vértice fuera (100,0), deberiamos tomar valores
de x cercanos a 100 para localizarlo. En los Ejemplos 191 y 192, los valores
de = que tomamos fueron elegidos convenientemente para “rodear” a la abscisa
del vértice (pero, para conocerlo, completamos cuadrados). Resumiendo, para
esbozar la grafica de una funcién cuadrdtica, el método de completar cuadrados
resulta més efectivo que el de la tabla de valores, en especial cuando el vértice
de la pardbola se encuentra desplazado horizontalmente.

Ejemplo 193. Hallando el vértice de una parabola. Determinar el vértice y el
eje de simetria de las pardbolas dadas por las funciones

f(x) =22% -4z +5, g(x) = —2® -6z +1, p(x) =32 + 62 + 3.

Ademds, determinar si alcanzan un minimo o un maximo, cudl es dicho valor y
ddnde lo alcanzan.

Solucion: Completemos cuadrados en cada una para llevarlas a su forma canéni-
ca. Comenzamos con la funcién f:

fr) =227 -4z +5=2(2* -22) +5=2(2" - 2x+1-1)+5=2(x-1)*+3.
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Entonces la pardbola correspondiente a la grafica de f tiene su vértice en (1, 3).
Puesto que a = 2 > 0, la funcién alcanza un minimo en x = 1, y el valor de dicho
minimo es 3. El eje de simetria es la recta x = 1.

Ahora hacemos 1o mismo con g:
g(z) = —2?=6x+1 = —(22+62+9 — 9)+1 = —(2*+62+9)+10 = —(x+3)*+10.

Luego, la gréfica de g es una pardbola con vértice en (-3, 10) cuyas ramas abren
hacia abajo. Por lo tanto g alcanza un maximo en x = -3, cuyo valor es 10. La
gréfica es simétrica respecto de la recta z = —3.

Finalmente completamos cuadrados en la férmula para p:
p(x) =322 +6x+3=3(z*+2z+1)=3(z+1)%

Por lo tanto, la pardbola que corresponde al grifico de p tiene su vértice en
(-1,0), y sus ramas abren hacia arriba. Entonces p posee un minimo en x = -1,
cuyo valor es 0. El eje de simetria es la recta z = —1. Graficamos a continuacién
estas tres funciones cuadraticas.

«

A Si la gréfica de f es una pardbola con vértice en (1, 3), es incorrecto decir:
“La funcién f alcanza un minimo en (1, 3).” X
Lo correcto es:

“La funcién f alcanza un minimo en z = 1, y ese minimo es 3.” 4
«» Como vimos en el ejemplo anterior, expresar una funcién cuadrdtica en for-
ma normal f(z) = a(x - h)? + k nos ayuda a trazar su grafica y a determinar

si alcanza un valor maximo o minimo. El proceso que nos permitié expresar la
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funcién dada en su forma normal fue el de completar cuadrados. Para una fun-
cién cuadrética general f(x) = ax? + bx + ¢ con a # 0, completando cuadrados
como en la pagina 118, vemos que

flx) :a(x+%)2+c—%.
Asi, las coordenadas del vértice V' = (h, k) estdn dadas por

k=c-t

__b
h = 4a

2a’

Esto nos permite establecer la siguiente conclusion:

N\
CI/ El valor maximo o minimo de una funcion cuadratica dada como
f(x) = ax® + bz + c se alcanza en

b
=——. 5.5.1
B (5.5.1)
Sia > 0, el valor f (—%) =c— % es el minimo alcanzado por f (pues

las ramas de la pardbola abren hacia arriba), y cuando a < 0 este valor
corresponde al maximo alcanzado (pues las ramas abren hacia abajo).

De la féormula anterior para la abscisa del vértice de una pardbola podemos
deducir el efecto del parametro b, el cual producira un desplazamiento horizontal

que dependera del pardmetro a. Mds precisamente, si a y b tienen el mismo signo
entonces el nimero h = —% serd negativo. De lo contrario, si tienen signos

opuestos, el nimero h sera positivo. Si b = 0, también h = 0. Luego:

El pardmetro b traslada horizontalmente a la parabola: el vértice queda
a la izquierda del eje y cuando a y b tienen el mismo signo, y a la
derecha de dicho eje cuando tienen signos opuestos. Si b = 0, el vértice
de la pardbola se encuentra sobre el eje y.

Ejemplo 194. Ubicando el vértice segin los valores de a y b cuando c = 0.
Determinar en qué cuadrante se encuentra el vértice de la grafica de cada una de
las siguientes funciones cuadraticas, a partir de los signos de a y b:

f(z) =-2® -4z, g(z)=2®+4z, h(z)=2>-6z, p(x)=-22%+6x.

Solucion: Sabemos que la relacion entre los signos de a y b determina un des-
plazamiento horizontal de la grafica de una funcién cuadratica. Ademads, cuando
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¢ =0 (como en cada una de las funciones dadas), los signos de estos pardmetros
permiten determinar en qué cuadrante se encuentra el vértice de la pardbola. Si
¢ = 0, la ordenada del vértice es k = —%. Si ademas b = 0, entonces k también
es nulo y el vértice se encuentra en el origen. Si no, puesto que b? es siempre
positivo, el signo de k queda determinado por el signo de a: los signos de a y
k son opuestos. Asi, cuando a es positivo, la ordenada k del vértice es negativa,
por lo que el mismo se encuentra debajo del eje x (es decir, en el tercer o cuarto
cuadrante). En caso contrario, cuando a es negativo, el vértice se encuentra por
encima del eje = (en el primer o segundo cuadrante).

Apliquemos todo lo anterior a cada una de las funciones dadas.

Vértice de f. En este caso tenemos a = —1 y b = —4. Puesto que tanto a como b
tienen igual signo (en este caso, negativo), el vértice se encuentra a la izquierda
del eje y, es decir, en el segundo o tercer cuadrante. Pero ademas, debido a que
a es negativo, el mismo se encuentra por encima del eje x lo que, junto a lo
anterior, implica que el vértice se encuentra en el segundo cuadrante.

Vérticede g. Aqui a = 1y b = 4. Nuevamente a y b tienen igual signo (en
este caso, positivo), por lo que el vértice se encuentra a la izquierda del eje y, es
decir, en el segundo o tercer cuadrante. Pero ahora a es positivo, por lo que el
vértice debe estar debajo del eje x. Se concluye, entonces, que el mismo estd en
el tercer cuadrante.

Vértice de h. Aquia =1y b =-6. Ahora a y b tienen signos opuestos, por lo
que el vértice se encuentra a la derecha del eje y, es decir, en el primer o cuarto
cuadrante. Ademas, puesto que a es positivo, el mismo debe estar debajo del eje
x, lo que conduce a concluir que el vértice se encuentra en el cuarto cuadrante.

Vértice de p. Aquia =-2yb=06.Aligual que en el caso anterior, a y b tienen
signos opuestos, por lo que el vértice se encuentra a la derecha del eje y, es decir,
en el primer o cuarto cuadrante. Pero ahora a es negativo, por lo que el vértice
debe estar por encima del eje z, lo que implica que el mismo se encuentra en el
primer cuadrante.

En la Figura 5.6 se encuentran representadas graficamente cada una de las
funciones, para corroborar las conclusiones obtenidas. <

7 El razonamiento realizado en el ejemplo anterior para la ubicacién del vértice
de la gréfica de una funcién cuadratica cuando c = 0 se ilustra en la Figura 5.7.

En el siguiente ejemplo se analiza qué relacién tiene la cantidad de raices de
una funcién cuadritica con la ubicacién de su gréfica en el plano.

Ejemplo 195. Raices de una funcion cuadratica: enfoque grafico. Hallar las
raices de una funcién cuadritica f(z) = ax? + bx + c equivale a resolver la
ecuacion

az? +bx+c=0.
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Figura 5.6: Griéfico de las funciones del Ejemplo 194.

a<0,b<0 a<0,b>0

a>0,b>0 a>0,b<0

Figura 5.7: Ubicacion del vértice de la gréfica de f(z) = ax? + bx, con a,b # 0.

Como vimos en el Capitulo 4, las soluciones de esta ecuacién pueden hallarse
mediante la férmula resolvente. También vimos que podia ocurrir que existan
dos soluciones reales, una o ninguna. Graficamente, estos casos significan que:

= Dos soluciones: la pardbola interseca en dos puntos al eje x, que estidn
ambos a igual distancia del eje de simetria.

= Una solucion: el vértice de la pardbola es de la forma (h, 0), es decir, estd
sobre el eje x.

= Ninguna solucion: La parabola se encuentra completamente por arriba o
completamente por debajo del eje . Esto ocurre cuando el vértice estd por
encima del eje x y las ramas abren hacia arriba (@ > 0y V = (h, k) con
k > 0), o cuando el vértice estd debajo del eje x y las ramas abren hacia
abajo (a <0y V = (h, k) con k < 0).
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Veamos esto hallando las raices de las siguientes funciones cuadréticas, y repre-
sentandolas graficamente:

fz)=a-z-2, g(z) =2*+6x+9, h(z)=-2*-1.

Raices de f. Aplicamos la resolvente cona=1,b=-1yc=-2:

Tx/(-1)2-4-1-(-2) 1+3
xXr = =
2-1 2’

lo que nos da como resultado las raices z; =2y a2 = —1.

Raices de g. Podemos aplicar la resolvente con a = 1, b = 6 y ¢ = 9, o bien

notar que el polinomio es un trinomio cuadrado perfecto: g(x) = (x + 3)?, por
lo que la unica raiz serd = = —3 (con multiplicidad 2).

Raices de h. Debemos aplicar la resolvente cona =-1,b=0y c=-1:

C0+,/02-4-(-1)-(-1) 04
v 2.(-1) ST

lo cual no tiene solucidn en los reales (el discriminante es negativo). Por lo tanto
h no tiene raices reales. Esto tiene sentido ya que —z2 — 1 < 0 para todo valor de
x, lo que significa que la gréifica de h se encuentra siempre debajo del eje z, y
entonces nunca lo interseca.

La gréficas de estas tres funciones son las siguientes:

«

A Conocer las raices de una funcién cuadritica no es suficiente para deter-
minar por completo su ecuacion, pues existen infinitas pardbolas que tienen las
mismas raices. Por ejemplo:
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\

2

" V. " " y " x
1 /1§§ 2 3 74\

o |

-4

Sin embargo, sabemos que si un polinomio cuadrético p(x) = az? + bz + ¢ tiene
raices reales x1 y x2, entonces puede factorizarse como

ax® +bx +c = a(x - x1)(z - T2).

Luego, conociendo las raices de una funcién cuadraitica, solamente falta en-
contrar a para determinar por completo su ecuacién. Esto se logra conociendo
ademads otro punto que pertenezca a la grafica de la funcién (el vértice o cual-
quier otro), como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 196. Determinando la funcion a partir de las raices y un punto.
Supongamos que sabemos que las raices de una funcién cuadrdtica f son 1 = 1
y x5 = 4. Determinar f sabiendo que su grafica es una parabola que interseca al
eje y en —4 (como la gréfica de color verde en el dibujo anterior).

Solucion: Sabemos que f(x) = a(x — 1)(z — 4), y solamente resta determinar
a. Para ello, usaremos que el punto (0, —4) satisface la ecuacién f(0) = —4. Es
decir

-4=a(0-1)(0-4),

o equivalentemente —4 = a - 4, por lo que a = —1. Luego, la funcién f es

flx)y=(-D)(z-1)(x-4) = —(332 —dx-xz+4)= —2? +5r—4. «

> Aplicacion: modelando problemas reales.

Muchas situaciones pueden modelarse mediante funciones cuadriticas. Ve-
remos a continuacion algunos ejemplos de ello, asi como la importancia de saber
interpretar estas funciones: su grafico, sus valores extremos (maximo o minimo),
sus raices y cualquier otra informacién que pueda brindarnos.
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Ejemplo 197. El maximo beneficio. Supongamos que el beneficio (en miles de
dolares) de una empresa aumenta cuando invierte en publicidad hasta un cierto
limite, segiin la férmula:

P(z) = 5000 + 1000z — 522,

donde z es la cantidad (en miles de ddlares) que la compaiifa gasta en publicidad.
Hallar la cantidad que la empresa debe gastar en publicidad para maximizar sus
ganancias, e indicar cudl seria dicho beneficio.

Solucion: Completemos cuadrados en la expresion para P:

P(z) = =52 + 1000z + 5000 = —5(z* — 2002) + 5000
= -5(x? - 200z + 10000 — 10000) + 5000
= —5(x - 100)% + 55000.

Luego, su representacion grafica es una pardbola con ramas que abren hacia aba-
joy vértice (100, 55000). Entonces este es un punto de maximo, lo que significa
que el beneficio maximo se obtendrd al gastar 100000 ddlares en publicidad,
obteniendo una ganancia igual a 55000000 ddlares. &

> Una forma alternativa de resolver el ejemplo anterior es usando la férmu-
la (5.5.1) dada en la pagina 228. Recordar dicha conclusién evita tener que com-
pletar cuadrados, ya que permite establecer que la funcién P alcanza un maximo

en
b 1000

“2a " 2.(-5)

y que dicho valor mdximo es P(100) = 55000. Todos los ejemplos siguientes
pueden resolverse también mediante la aplicacion de este resultado. Sin embar-
go, optamos aqui por hacerlo mediante el método de completar cuadrados para
llevar la funcién cuadratica dada a su forma candnica, ya que es la forma de ha-
cerlo cuando no se recuerda la formula (5.5.1). Los ejercicios pueden resolverse
de cualquiera de las dos formas, segtin el método que se prefiera.

= 100,

Ejemplo 198. La cantidad minima de bacterias. En un cierto rango de tempe-
ratura, la cantidad de bacterias en un alimento crece a medida que la temperatura
aumenta. Supongamos que el nimero de bacterias en un alimento refrigerado
viene dado por

N(t) = 20* — 20t + 120,

donde ¢ es la temperatura del alimento en grados Celsius. (A qué temperatura
el nimero de bacterias es minimo? ;Cual es la cantidad de bacterias cuando la
temperatura del alimento es de 10 grados Celsius?

Solucion: Completando cuadrados tenemos que

N(t) = 20t% - 20t + 120 = 20(t* - t) + 120
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20 -t+3-1)+120

=20(t*-t+1)-5+120

20 (t-1)" + 115.

La graficade N es entonces una pardbola cuyas ramas abren hacia arriba, y cuyo
vértice es el punto (%, 115). Este es entonces un punto de minimo. Por lo tanto,
la cantidad minima de bacterias es de 115, y corresponde a una temperatura de

0.5 grados Celsius. Por otro lado, cuando la temperatura del alimento es de 10
grados Celsius, la cantidad de bacterias es

N(10) =20-10 - 20- 10 + 120 = 1920. «

Ejemplo 199. La temperatura ideal. En el agua, las condiciones térmicas para
llevar a cabo una vida 6ptima depende de cada especie de pez. Para algunas espe-
cies, las temperaturas muy altas o muy bajas pueden conducir a una mortalidad
elevada. Supongamos que la poblacién de peces en una determinada parte del
océano (en miles de peces) en funcién de la temperatura x del agua (en grados
Celsius) estd modelada por:

p(x) = —22% + 40z - 72.
(a) Representar graficamente esta funcién.

(b) Determinar la temperatura que maximiza la poblacién de peces. ;Cudl es
esta cantidad maxima?

(c) Hallar el intervalo de temperaturas para el cual la poblacién es de al menos
120000 peces.

(d) (Cuantos peces hay cuando la temperatura es de 7 grados Celsius? ;Para
qué otra temperatura se tiene la misma poblacién?

(e) Indicar el intervalo de temperatura en el que hay poblacién de peces.

Solucion:

(a) Sien el eje = representamos la temperatura del agua en °C, y en el eje y la
poblacién (en miles de peces) en funcién de dicha temperatura, obtenemos la
grafica contenida en la Figura 5.8 (incluye datos para los incisos siguientes).

(b) Completando cuadrados tenemos que
p(x) = —222 +402-72 = —2(2? -202+100-100) - 72 = —2(z-10)*+128.

Luego, como puede corroborarse con el grifico, la poblacién méaxima de
peces es de 128000, que se alcanza cuando la temperatura del agua es de 10
°C.
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128 +
120

Poblacién de peces (en miles)

I I I I I I I I
+ + + + + + + + + +
-4 -2 f 4 6 8 10 12 14 16 lx 20 OC

Figura 5.8: Poblacion de peces en funcién de la temperatura del agua.

(¢) Debemos resolver la inecuacién p(z) > 120:

—222 + 402 — 72 > 120 < —22% + 402 - 192 > 0.

Aplicando la resolvente para factorizar el polinomio que aparece en la ultima
desigualdad, obtenemos:

-2(z-8)(z-12) > 0.

Haremos una tabla de signos para resolver esta inecuacion, que es equivalente a
la pregunta planteada:

Intervalo
Factor (=00,8) | (8,12) | (12,00)
r -8 — n n
r—-12 _ _ n
—9 — — =
| 2-8)(z-12) | - " =

Esto significa que la poblacién es de al menos 120000 peces cuando la tempera-
tura pertenece al intervalo [8,12]. Se agregé la recta y = 120 en el grafico para
comprobar este resultado.

> La tabla de signos es la forma analitica de resolverlo. Para hacerlo gréfica-
mente podriamos haber trazado la pardbola y = —2x2 + 40z — 192, marcar sus
raices x = 8 y x = 12, y ver para qué valores queda por encima del eje z.

(d) La cantidad de peces (en miles) cuando la temperatura del agua es igual a 7
grados Celsius es

p(7)=-2-7*+40-7-72 = 110.
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Para determinar para qué otra temperatura la poblacién es de 110000 peces,
debemos resolver p(x) = 110:

p(x) =110 © —22% + 402 - 72 =110 < -2z? + 402 - 182 = 0.

Aplicando la resolvente obtenemos x; = 7y xo = 13. Luego, cuando la tem-
peratura es de 13 grados Celsius, la poblacion también es de 110000 peces.
Agregamos ademds al gréfico la recta y = 110, para verificar lo obtenido.

(e) Debemos resolver p(x) > 0. Esto podemos hacerlo mediante una tabla de
signos, pero también a partir de la grafica realizada en el primer inciso, para
concluir que hay poblacién cuando la temperatura es mayor que 2°C y menor
que 18°C. «

Ejemplo 200. Altura de un objeto: tiro vertical. Como vimos en el/Ejem-
plo 172, 1a altura (en metros) de un objeto lanzado verticalmente en cadaiinstante
de tiempo (en segundos), estd dada por

y(t) = —4.9t2 + vot + Yo,

siendo y la altura desde la que se arroja el objeto, y vg-tasvelocidad inicial con
la que es arrojado (vg > O si el objeto se lanza hacia arriba, vg < 0 cuando es
lanzado hacia abajo, y vy = 0 cuando se deja caer):

Hallar la altura maxima alcanzada por un.objéto que fue lanzado vertical-
mente desde el suelo con una velocidad inicial'wg = 14.7 m/s, y determinar el
tiempo que demora en alcanzarla.

Solucion: Puesto que el objeto se arroja desde’el suelo, tenemos 3o = 0. Entonces
la altura (en metros) del objeto en,cadajinstante ¢ (en segundos) esta dada por

y(D)e= 4.9t + 14.7¢.
Completemos cuadrados:
y(t) = -4.9t% + 14.7t = -4.9(t* - 3t)
:—4.9(t2—3t+g)+4.9~§
= —4.9(t-3)" +11.025.

Luegos.la altura méxima alcanzada es de 11 metros aproximadamente, y la al-
canza al segundo y medio de haber sido lanzado. &
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Ejemplo 201. Altura de un objeto: tiro de proyectil. Supongamos que un ob-
jeto ha sido lanzado formando un dngulo agudo con respecto a la horizontal (a
diferencia del tiro vertical), de modo que su altura aproximada (en pies®, abre-

viado ft) estd dada por

h(t) = —16t> + 64t + 190,

siendo ¢ el tiempo en segundos luego de su lanzamiento.

(a) (Desde qué altura fue arrojado el objeto? ;En qué otro instante se encuentra

a dicha altura?
(b) Indicar la altura del objeto luego de 1 segundo de haber sido arrojado.

(c) Hallar la altura maxima que alcanza el objeto, y el tiempo que demora en

alcanzarla.
(d) Determinar cudnto tiempo le toma al objeto llegar al suelo.

Solucion: Comencemos graficando la funcidn que indica la altura del objeto en
cada instante de tiempo:

Altura (pies)

Tiempo (s)

(a) El objeto se lanza en el instante ¢ = 0, por lo tanto la altura desde donde
se lanza es y(0) = 190 pies. Buscamos ahora ¢ tal que y(t) = 190, para lo cual
debemos resolver la ecuacién

~16t% + 64t + 190 = 190 < —16t> + 64t = 0 < —16t(t —4) = 0,

cuyas soluciones son ¢ = 0y ¢ = 4. Es decir, a los 4 segundos luego de haber sido
lanzado, el objeto vuelve a alcanzar la misma altura que cuando fue arrojado.

*Un pie equivale a 0.3048 metros, por lo que un metro equivale aproximadamente a 3.28 pies.
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(b) La altura (en pies) del objeto al segundo de haber sido lanzado es

h(1) = =16 + 64 + 190 = 238.

(¢) Completemos cuadrados:
h(t) = —16t% + 64t + 190 = —16(¢* - 4t) + 190
= -16(t* -4t +4-4) +190
= —16(t% — 4t +4) + 64 + 190
= -16(t - 2)? + 254.

Luego, la altura maxima alcanzada por el objeto es de 254 pies, a la cual llega a
los 2 segundos de haber sido arrojado.

(d) Para determinar el tiempo que demora el objeto en llegar al suelo, debemos
resolver h(t) = 0. Es decir:

~-16t% + 64¢ + 190 = 0.

Aplicando la resolvente obtenemos ¢ ~ —1.98 y t5 ~ 5.98. Puesto que estamos
hablando de tiempos, la solucidon negativa se descarta, asi que el tiempo que
demora en llegar al piso es de casi 6 segundos. &

> Transformaciones de una funcion cuadratica.

Analizaremos a continuacién cémo ciertas transformaciones de una fun-
cion modifican su grafica. En forma general, suponiendo que“conocemos la
grafica de una funcién cualquiera f, veremos como obtener la grafica de las
siguientes transformaciones: desplazamiento vertical y horizental;reflexién con
respecto a los ejes, y expansiones o contracciones verticales, (yen los ejercicios
se contempla el caso de expansiones o contracciones horizontales). Usaremos
pardbolas para ilustrar, pero vale para la grifica,de cualquier funcién, lo que
resultard una herramienta fundamental en las Secciones 5.6 y 5.7.

Desplazamiento vertical. Para graficarl yy= f(x) + k& se desplaza la grifica de
f verticalmente k unidades hacia arriba sivk~> 0, o hacia abajo si & < 0.
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Expansion y contraccion vertical. Para graficar y = c¢f(z) se expande-verti-
calmente con factor ¢ la graficade f sic>1, 0secontraesi 0 < c< 14

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4

Ejemplo 202. Combinando transformaciones. Todas las transformaciones an-
teriores pueden combinarse. Por ejemplo;-la grdfica de la funcién

y=-2(x-3)¥+4

se puede obtener a partir de la gfdfica de 7/ = 2 dilatando (o expandiendo) verti-
calmente la pardbola matriz con facton2 (quedando asi un poco “mas cerrada”),
luego se la refleja respecto dél eje x, y finalmente se la desplaza 3 unidades hacia
la derecha y 4 unidades hacia arriba. El grafico que se obtiene es el siguiente:

\ ol y=-2(x-3)%+4
\
%
X 2 1
t t t t t t t t t x
-3 -2 -1 1 2 3 4 5 6
-2+

«

Ejercicios 5.5

1-10. Para cada una de las funciones dadas, resolver las siguientes consignas:
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(a) Hallar sus raices (en caso de tenerlas).

(b) Hallar la interseccién con el eje y (es decir, el valor de la funcién para x = 0).

(c) Expresarlas en forma canénica, y determinar el vértice y el eje de simetria.

(d) Bosquejar la grafica a partir de la informacién anterior.

(e) Verificarlo mediante Ge<:Gebra.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

1
2
3
4
5.
6
7
8
9

y=-22%-4z+6

1

.y §x2—2x+3
y=a-4x+7

. y=422+8z+3

y=a%+22-2
Ly=a2+4
Ly=a2%-4

Ly=422+122+8

. y=x2+22

y=-12-2+6

Hallar la funcién cuadrética cuyas raices son x1 = -1y x9 = 3, y cuya gréfica
es una pardbola con vértice en (1,-2).

Hallar la funcién cuadrética cuyas raices son 1 = 1 y z9 = —3, y cuya gréfica
es una parédbola con vértice en (-1, -2).

Hallar la funcién cuadratica cuyas raices son £ = x2 = 2, y cuya grafica pasa
por el punto (0,-12).

Hallar la funcién cuadrética cuyas raices son x1 = -4y x2 = 1, y cuya gréfica
pasa por el punto (3,28).

Hallar la funcién cuadrética cuyas raices son z; = 1 y x5 = 3, y cuya gréfica
interseca al eje y en (0, -6).

Hallar la funcién cuadrdtica cuyas raices son 1 = xo = -3, y cuya gréfica
pasa por el punto (-1, 16).

Expansion y contraccion horizontal. En un mismo sistema, graficar las fun-
ciones

f@)=(2-1)%+3, g(x)=(2e-1)2+3 y h(x)=(te-1)"+3.

Hallar una relacién entre las expresiones para f y g, y luego entre f y h, para
verificar que se satisface lo siguiente:
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y = f(cx) contrae horizontalmente con factor % la grafica de f
si ¢ > 1, o la dilata con dicho factor si 0 < ¢ < 1.

18. En un cuadrado de 12 cm de lado se trazan dos segmentos paralelos a los
lados, de modo que queden determinados dos cuadrados A y B, como se
indica en la siguiente figura.

12 cm

B

(a) Si cada lado del cuadrado B mide 3 cm, hallar el drea sombreada (es
decir, la suma de las dreas de los cuadrados A y B).

(b) Si cada lado del cuadrado B mide x cm, hallar el drea sombreada a(x).

(¢) (Existe un valor del lado de B tal que el drea sombreada sea 70 cm??

(d) Hallar las medidas posibles para el lado del cuadrado B tal que el drea
sombreada sea igual a 80 cm?.

(e) Hallar las medidas posibles para el lado del cuadrado B tal que el area
sombreada sea menor que 80 cm?.

(f) Hallar la medida del lado del cuadrado B tal que minimice el drea som-
breada, y determinar dicha 4rea.

19. La altura de un rectdngulo mide 3 unidades mds que el doble de su ancho.
Determinar las dimensiones para que el drea sea 27 unidades al cuadrado.

20. La suma de los cuadrados de tres nimeros naturales consecutivos es igual a
365. Determinar dichos nimeros.

21. El largo de un terreno rectangular es de 10 metros més que su ancho. Si la
superficie del mismo es 600 metros cuadrados, hallar las dimensiones del
terreno.

22. Y Se dispone de 500 metros de alambre para rodear una regién rectangular.
Determinar las dimensiones de dicha regién para que su drea sea maxima.

23. 9 Un fabricante de ladmparas tiene un costo diario de produccién (en pesos)
dado por C'(x) = 600 — 62 + 0.222, siendo x la cantidad de unidades produ-
cidas en el dia. Determinar la cantidad de lamparas que debe producir para
minimizar los costos, y cudl es el importe del mismo.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

(8] La ganancia semanal (en miles de pesos) de una empresa que fabrica un
determinado articulo, estd dada por G(z) = —0.522 + 402 — 300, siendo x la
cantidad de articulos producidos y vendidos.

(a) (Qué ganancia obtiene si produce y vende 20 articulos semanales?

(b) Hallar las cantidades minima y maxima de articulos semanales que debe
producir y vender la empresa para no tener pérdidas.

(c) Hallar las cantidades minima y mdxima de articulos semanales que debe
producir y vender la empresa para obtener una ganancia de al menos
300000 pesos.

(d) Determinar la cantidad de articulos que la empresa debe producir y ven-
der semanalmente para maximizar su ganancia, e indicar cudl es dicha
ganancia.

A Hallar la altura méxima alcanzada por un objeto que fue lanzado verti-
calmente desde el suelo con una velocidad inicial vy = 49 m/s, y determinar
el tiempo que demora en alcanzarla.

M/ . . .

"4,‘« Una pelota es lanzada hacia arriba desde el nivel del suelo. Hallar el
tiempo que demora la pelota en volver al suelo, sabiendo que la misma se
encuentra a una altura de 20 metros en 2 segundos.

@ Para determinar la altura de una estatua, se deja caer una moneda desde
la parte superior de la misma, y se toma el tiempo que demora en llegar al
suelo. Si la moneda demora 2 segundos en llegar al suelo, ;cudl es la altura
de la estatua?

@ La altura aproximada de una pelota (en metros) estd dada por
h(t) = =5t% + 45t + 180,
siendo ¢ el tiempo en segundos luego de su lanzamiento.

(a) ;Desde qué altura fue arrojada la pelota? ;En qué otro instante se en-
cuentra a dicha altura?

(b) Indicar la altura de la pelota luego de 3 segundos de haber sido arrojada.

(c) Hallar la altura maxima que alcanza la pelota, y el tiempo que demora en
alcanzarla.

(d) Determinar cuanto tiempo le toma a la pelota llegar al suelo.

(e) Determinar el intervalo de tiempo luego de su lanzamiento, en el que la
altura de la pelota supera los 250 metros.

‘f Se lanza un proyectil desde una torre, y su altura (en pies) con respecto
al suelo estd dada por

h(t) = 1320 + 45t — 15¢2,

siendo ¢ la cantidad de segundos luego de su lanzamiento.
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(a) Determinar cudl es y cudndo alcanza su altura maxima.

(b) Hallar el tiempo que demora en llegar al suelo.

(¢) Indicar la altura de la torre, y en qué momento vuelve a estar el proyectil
a dicha altura.

5.6. Funcion exponencial

Las funciones exponenciales aparecen modelando numerosas situagiones,
desde fenémenos de la naturaleza (como el nimero de bacterias-que,se repro-
ducen por fisién binaria, la cantidad de miembros de poblaciones”, la desinte-
gracién radiactiva, o la concentracién de medicamentos en sangreépentre otros)
hasta problemas pertenecientes al campo de la ciencias econémicas/(como en
las férmulas de interés compuesto), como veremos en lossejemplos. Una fun-
cion exponencial es una de la forma

f(z) =a”,

siendo a > 0y a # 1, o una transformacion de ella(ver Ejemplo 204). Es decir, es
una funcién en la que la variable aparece en el gxponente, y la base a es positiva
y distinta de 1 (esta tltima condicién es solamenteé‘porque 1* = 1 para cualquier
x, y entonces se obtendria una funcién constante). Por ejemplo, si a = 2 tenemos

f(z)=2%
Entonces, de la definicién de potenci@ydada en'el Capitulo 2, sabemos calcular
por ejemplo:
3
F(3)=2°=8, f)F2¥=5, [(§)=22=V8

También, en la pagina 28 men€ionamos que para exponentes irracionales consi-
deraremos el valor aproximado/quesarroja la calculadora. Entonces,

£(zr) =2 ~ 8.82497782708.

Por lo tanto, el dominio de f es el conjunto R de los nimeros reales.

Al igual que contodas Tas funciones estudiadas hasta ahora, comenzaremos
realizando una tabla de valores para esbozar la grafica de una funcién exponen-
cial.

Ejemplo 203. Esbozando el grafico de funciones exponenciales. Analizare-
mos en este ejemplo las funciones dadas por

fxy=2",  g(2)=(3)".

Las tablas de valores para estas funciones son las siguientes:

“Una poblacién es un grupo de organismos de la misma especie, que habitan un determinado
lugar, en el cual utilizan recursos y se reproducen.
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21. O Completar la siguiente tabla, en la que I denota la intensidad del sonido
en W/m? y N denota el nivel de intensidad en dB.

‘ Fuente de sonido ‘ 1 ‘ N J
Despertador 1074
Avién despegando 10
Camién de basura 100
Aspiradora 70
Bocina 0.1
Sonido de fondo en un.campo 30

22, {é} Completar el siguientecuadro, donde m denota la magnitud aparente, M
la absoluta y d la distancia a la Tierra medida en pérsecs.

| Objeto astronémico [ m [ M [ d |
Omega Centauri 3.7 5212
Betelgeuse 0.42 | -6.05
Vega 0.58 | 7.76
Antares 1 180
Estrella polar 1.97 132

5.8. Analisis de funciones a partir de la grafica

Al comienzo de este capitulo aprendimos como interpretar el grafico de una
funcién en diferentes problemas. Ademads, cuando hablamos de funciones afines
analizamos el efecto de la pendiente en la grafica correspondiente, y utilizamos
expresiones del tipo “sube” (cuando la pendiente es positiva) o “baja” (cuando
es negativa). Otras veces mencionamos frases como “estar por arriba” o “por
debajo” del eje x para describir la grafica de una funcién, o parte de ella. To-
das estas expresiones informales tienen definiciones precisas en matemadtica, las
cuales vamos a presentar y analizar a continuacion.

> Conjunto de positividad, negatividad y ceros. Sea f una funcién
con dominio A. El conjunto de positividad, el cual denotaremos C* o C*(f)
cuando sea necesario indicar a qué funcién nos referimos, es el subconjunto del
dominio cuyas imagenes son positivas. En simbolos:

Ct={zeA: f(zx)>0}.

Es decir, el conjunto C* estd formado por las abscisas de los puntos de la
grafica de f cuyas ordenadas son positivas. De manera informal, en C* colec-
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cionamos todos los valores del dominio para los cuales la grifica de f queda
“por arriba” del eje x.

De forma analoga se define el conjunto de negatividad de f, el cual deno-
taremos C~ o C'~(f) de ser necesario, como el subconjunto del dominio cuyas
imagenes son negativas. En simbolos:

C ={xeA: f(x)<0}.

Asi, el conjunto C'~ estd formado por las abscisas de los puntos de la grafica
de f cuyas ordenadas son negativas, lo que informalmente se expresa como la
coleccién de todos los valores del dominio para los cuales la grafica de f queda
“por debajo” del eje x.

Finalmente, el conjunto de ceros de f se denota C°, 0 C°(f), y es el for-
mado por todas sus raices. Es decir,

C%={zecA: f(z)=0}.

Los valores en C° son las abscisas de los puntos donde la grifica de f “corta” al
eje x.

En los Ejemplos 149 y 150 vimos cémo hallar estos conjuntos en el caso
de que f sea una funcién polindmica, y los utilizamos para esbozar su grafi-
ca. [lustramos a continuacién el proceso inverso: cémo hallar dichos conjuntos
observando la grafica de una funcién.

Ejemplo 228. Conjuntes de positividad, negatividad y ceros de una funcion.
Hallar los conjuntos C*, C~ y C correspondientes a la funcién f, cuyo dominio
es A = [-5,3] y su grifica es la siguiente:

10 1
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Solucion: Comencemos determinando el conjunto C° formado por las raices
de f. Del grafico se observa, claramente, que

CO = {_47 _2a 2}7

ya que estas son las abscisas de los puntos en los que la gréfica de f interseca
al eje x. Tengamos presentes estos valores para no incluirlos en ninguno de los
conjuntos restantes. Para hallar C* debemos observar el grifico y determinar
todos los valores del intervalo [ -5, 3] cuya imagen es positiva. Es decir, debemos
hallar los valores del dominio para los que la grafica de f queda por encima del
eje x. En este caso, tenemos que

C*=(-4,-2)u(2,3]:

Observar que utilizamos paréntesis en lugar de corchetes para no incluir en C*
a los valores que pertenecen a C°. De la misma forma, para determinar C~
observamos los valores del dominio para los cuales la grafica queda por debajo
del eje x. En este caso:

O = [-5,-4) U (-2,2).

Nuevamente hemos tenido cuidado de no incluir en C'~ los valores correspon-
dientes a las raices. «

> Notar que siempre debe ocurrir que
C* U uC® =Dom(f).

Es decir, la unién de los tres conjuntos presentados debe dar como resultado
todo el conjunto A, que es el dominio de f. Esto es claro ya que la imagen de
cualquier valor  en el dominio tiene solamente tres opciones posibles: o bien es
positiva, o bien es negativa, o bien es cero. Ademas, para cada x en el dominio,
de estas opciones puede ocurrir solo una, por lo que estos tres conjuntos son
“disjuntos dos a dos”, lo que significa que la interseccion de cualquier par de
ellos da como resultado el conjunto vacio:

CtnC =g, CtnC? =g, C nCl=g.

Es importante tener en cuenta estos hechos y chequear, en cada caso, que estos
tres conjuntos cubran todo el dominio sin “solaparse”, ni siquiera en un punto.

Ejemplo 229. Hallar los conjuntos C*, C~ y C° correspondientes a la fun-
cién g, cuyo dominio es R y su gréfica es contenida en la Figura 5.12.

¥ Observacion: cuando el dominio sea R supondremos que la gréfica con-
tinda fuera de la zona visible con el mismo “comportamiento” que en la parte
ilustrada.
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Figura 5.12: Representacién gréfica de g.

Solucién: Hallemos primero el conjunto C'¥ formado por las raices de g. En este
caso, observando el grafico vemos que

C%={-3,-1,1}.

Para hallar C* debemos observar el grafico y determinar todos los valores reales
cuya imagen es positiva, es decir, para los que la grafica de g queda por encima
del eje z. Estos valores conforman el conjunto

C" = (=00,-3) U (1, 00).

En este caso hemos hecho uso de la observacidn realizada antes sobre el com-
portamiento de la funcién en la parte que no vemos. Ademds, hemos excluido
los valores z = -3 y « = 1 porque en ambos casos g se anula.

De la misma forma, para determinar C~ observamos los valores del dominio
cuya imagen es negativa, es decir, donde la grifica queda por debajo del eje x.
En este caso:

C™=(-3,-1)u(-1,1), o bien C™=(-3,1)-{-1}.

Notar que tuvimos que quitar el valor x = —1 ya que es una raiz de g, por lo que
el intervalo (-3, 1) queda “perforado” alli. «

Ejemplo 230. Hallar los conjuntos C*, C~ y CY correspondientes a la fun-
cién h, cuyo dominio es R y su gréfica es la siguiente:
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4 Observacion: cuando una funcién tiene un “salto” en su gréfica, es nece-
sario indicar de alguna forma qué valor toma la funcién alli. Para eso se suelen
utilizar circulos pintados o vacios, para denotar si la funcién toma o no un valor,
respectivamente. Para entender esto, en la grafica de h se utiliza un circulo pin-
tado para indicar que h(1) = 2, y un circulo sin pintar para indicar que h(1) # 0.

Solucion: Comencemos, como antes, determinando el conjunto C° formado por
las raices de h. En este caso, observando el grafico vemos que, a diferencia
de los ejemplos anteriores, C"Y no contiene una cantidad finita de valores, sino
que estd formado por un elemento mds un intervalo en el cual la funcién es
constantemente cero. Mas precisamente:

C%={-4pul-2,),
donde no incluimos el valor = = 1 debido al circulo vacio en el grafico. El con-
junto de positividad de &, siguiendo con la suposicién hecha en la observacion
de la pagina 280 sobre funciones con dominio en R, es
C* = (~4,-2) U [1,0),

mientras que el de negatividad es

C™ = (-00,-4). «

Ejemplo 231. Hallar los conjuntos C*, C~ y CY correspondientes a la fun-
cién w, cuyo dominio es R y su gréfica es la siguiente:
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Solucion: En este caso el conjunto de las raices de w contiene solamente dos
elementos:

C%=(1,4}.

Para el resto de los valores el grafico de la funcién queda por encima del eje
horizontal, por lo que la funcién es positiva alli, es decir,

C*=R-{1,4}, obien O =("00,1)U(1,4)U (4,00).

Finalmente, como la gréfica de w nunca queda por debajo del eje x, la funcién
no toma valores negativos. Es decir,

C™=0. «

P> Funciones crecientes, decrecientes y constantes. Como mencio-
namos antes, si al observar la gréifica de una funcién decimos que “sube”, “baja”
o permanece constante cuando la recorremos de izquierda a derecha como si
fuera el grafico de un camino, estamos usando expresiones que tienen una de-
finicién precisa en términos matematicos. Vamos a analizar cada uno de estos
aspectos para la gréfica de una funcién f con dominio A.

Se dice que f crece o es creciente en un subconjunto I contenido en el
dominio si, para todo x1, x5 € I, se cumple que:

si &1 < 2o entonces f(z1) < f(x2).
En palabras, una funcidn es creciente cuando, a medida que el valor de la varia-
ble independiente = aumenta, el valor de la funcién también aumenta. Gréfica-

mente, esto se ilustra como:
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fx2)t /(@)

aumenta
f———

f(w1)+

1 !
T T

——
aumenta

Similarmente, se dice que f decrece o es decreciente en un subconjunto
contenido en el dominio si, para todo x1,z2 € I, se cumple que:

si &1 < 2o entonces f(x1) > f(x2).
Esto significa que una funcién es decreciente cuando, a medida que el valor de la

variable independiente x crece, el valor de la funcién disminuye. Graficamente,
esto se ilustra como:

f(x1)+
I 1)
f(22)t

disminuye

1
f

!
X1 .fg

f———
aumenta

Finalmente, se dice que [ es constante en un subconjunto / contenido en el
dominio si se cumple que:

f(x1) = f(x2) para todo xy, 2o € I.

Esto significa que la funcién no cambia de valor aunque la variable independien-
te cambie. Graficamente el aspecto es el siguiente:

f(x)

f(a1) = f(e2)p —o——
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En particular, buscaremos intervalos en los que una funcién crece, decrece o
es constante.

Ejemplo 232. Intervalos donde una funcion crece o decrece. Considerar las
funciones f y g cuyas graficas corresponden a las siguientes pardbolas. Hallar
los intervalos de crecimiento y de decrecimiento de cada una, considerando a R
como el dominio en ambos casos.

Solucion: Comencemos analizando la funcién f. Si recorremos la curva de iz-
quierda a derecha, podemos observar que la misma “baja” hasta llegar al vértice,
a partir del cual comienza a “subir”. Asi, tenemos que los intervalos de decreci-
miento y crecimiento de f son

Iy = (—00,1], I. = [1,00),

respectivamente. Para la grafica de g ocurre exactamente al revés: asciende hasta
llegar al vértice y luego comienza a descender. Asi, tenemos que:

[C:(—oo_—g]7 [(1:[—3.00).

Notar que no hay ningtin intervalo en el que alguna de las dos funciones perma-
nezca constante. «

> Observar que, a diferencia de los conjuntos de positividad, negatividad y
ceros, los intervalos donde una funcién crece, decrece o es constante pueden
tener interseccién no vacia. Sin embargo, el “solapamiento” no puede ser mas
que los puntos extremos de los intervalos. Ademas, el hecho de que los intervalos
involucrados incluyan o no a los extremos depende de cada funcién, como puede
verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 233. Hallar los intervalos donde la funcién h considerada en el Ejem-
plo 230 crece, decrece o es constante.
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Solucion: En este caso, al recorrer la grafica deizquierda a derecha, podemos
observar que en dos momentos la curva asciende. Precisamente, los intervalos
donde h crece son

(-00,-3] y [1,0).

De la misma forma, observamos que h decrece solamente en un intervalo, el
cual es [—3,-2]. Finalmente, vemos que h permanece constantemente igual a
cero en el intervalo [-2, 1). En este caso no-podemos incluir el valor z = 1 alli,
pues h(1) = 2. «

A Con frecuencia se observa que para indicar, por ejemplo, el conjunto de
crecimiento de una funcién f que crece en dos o mas intervalos disjuntos, se
utiliza el simbolo de unién entre ellos:

I=[a,b]ule,d].

Esto, en general, resulta incorrecto. Para que sea correcto, por definicion de
funcién creciente, debe ocurrir que f(x1) < f(z2) para todo z1 y x5 en [ tales
que z; < x2. En particular, esto debe valer si se toma un punto en cada intervalo:

T | xT9 |
I 1

]
1
a b ¢ d
Estono siempre ocurre, como puede verse en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 234. Un error frecuente. Hallar los intervalos donde la funcién f,
representada en la gréifica siguiente, crece, decrece o permanece constante. Con-
siderar como su dominio al intervalo [-3,5].
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Solucion: Es claro, observando donde la grafica “sube”, que la funcién f crece
en los intervalos [-2,0] y [2, 5]. Notar que resulta incorrecto afirmar que f es
creciente en

I.=[-2,0]u[2,5], X

ya que basta tomar 1 = -1 y x5 = 3, ambos pertenecientes a I. y con z1 < xo,
para observar que f(—1) = 2 no es menor que f(3) = 1. Lo correcto es decir que
f crece en los intervalos

[<2,0] v [2,5]. V¥

De la misma forma, resulta incorrecto utilizar el simbolo unién para indicar el
conjunto de decrecimiento de f:

I;=[-3,-2]uf0,2], X

pues basta con tomar z; cualquier valor en [-3,-2] y x5 cualquiera en [0, 2]
para comprobar que f(x5) no-es mas chica que f(x1). Lo correcto, entonces,
es decir que f decrece en los intervalos

[-3,-2] y [0,2]. ¢

La funcién no permanece constante en ningun intervalo. «

9 Para ilustrar coloquialmente el error cometido al usar la unién de inter-
valos para indicar los conjuntos donde una funcién crece, decrece o permanece
constante, consideremos la que indica la cantidad de dinero en nuestra cuenta
bancaria al final de cada dia. Supongamos que el dia 1 de cada mes se deposita
en ella un sueldo fijo, y que vamos gastando dinero cada dia hasta llegar a fin de
mes. En otras palabras, la cantidad de dinero en la cuenta decrece a lo largo de
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cada mes. Sin embargo, no es verdad que decrece a lo largo de todo el afio, pues
cada dia que se deposita el sueldo hay mas dinero que el dia anterior. Aqui cada
mes representa un intervalo, mientras que el afio es la unién de ellos.

Veamos otro ejemplo que ilustra el problema de utilizar la unidn de intervalos

para describir estos conjuntos.

Ejemplo 235. Hallar los intervalos donde la funcién g crece, decrece o es cons-
tante. Considerar el intervalo [0, 8] como su dominio.

Solucion: El aspecto de la gréfica de g es el de una escalera que sube. Cada uno
de los “escalones” corresponde a un intervalo en el que la funcién es constante.
Asi, g es constante en los intervalos

[1,2], [46] y [7.8]
Notar que, como antes, resulta incorrecto decir que g es constante en
[1,2]u[4,6]u[7,8], X

ya que toma distintos valores en cada uno de los intervalos. Asi, por ejemplo,
9(2) # g(5). En el resto de los intervalos la funcién es creciente:

[0,1], [2,4] y [6,7].
Finalmente, como observamos, g no decrece en ningiin intervalo. L
7 En el ejemplo anterior, puesto que ¢ nunca decrece, se podria utilizar la unién
de los tres dltimos intervalos para indicar el conjunto donde g crece (en reali-

dad, donde no decrece, ya que los extremos siguen presentando problemas en la
desigualdad estricta de la definicién de crecimiento). Asi, para evitar respuestas
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falsas, es recomendable no utilizar esta operacion entre conjuntos para-esta-
blecer los intervalos donde una funcién crece, decrece o es constante, y enunciar
cada uno por separado.

Finalizamos la seccién con algunos ejemplos en los que analizamos todos
los conjuntos trabajados previamente.

Ejemplo 236. Considerar la funcién f cuyo dominio es el intervalo [0, 11] re-
presentada en la gréfica siguiente. Hallar el conjunto de ceros, de positividad,
de negatividad, y los intervalos de crecimiento, de decrecimiento y en los que la
funcién es constante.

Solucion: Comencemos hallando el conjunto de raices de f, que es donde la
grifica interseca al eje . Notar que f(5) # 0, ya que la grafica estd “perforada”
alli. Entonces = = 5 no es una raiz de f. Asi,

Cc° ={0,2,10}.

Observando dénde la gréfica queda por encima o por debajo del eje z, tenemos
que
C*=(0,2)u[5,10) y C~=(2,5)u(10,11].

Los intervalos en los que f crece son

[0,1], [4,6] y [7,8],

mientras que f decrece en

[1,3] y [8,11].
Finalmente, podemos ver que los intervalos donde es constante son

[3,4] y [6,7). «
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Ejemplo 237. Algunas funciones conocidas.

Funcién afin. Para una funcién afin f(z) = ax +b, con a distinto de 0, tendre-
mos siempre que C° = {’;b} El resto dependerd del signo de a:

a >0 La funcién serd siempre creciente, y serd negativa para los valores
menores que la raiz, y positiva en los mayores:

- (m2), - (o).

a < 0 La funcién serd siempre decreciente, y serd positiva para los valores
menores que la raiz, y negativa en los mayores:

C* = (o0, 2), 0= (o).

Funcién exponencial. La funcién f(z) = a® es siempre positiva para cual-
quier valor posible de a (recordemos que @ > 0y a # 1). Asi,

C* =R, Cc =g, C =g.

Ademais, cuando a > 1 la funcién es siempre creciente, mientras que es siempre
decreciente cuando 0 < a < 1.

Funcion logaritmica. Para la funcién f(z) = log,(z), cona >0y a # 1,
tendremos siempre que C' = {1}. El resto depender del valor de a:

a > 1 Lafuncién resulta siempre creciente, siendo negativa para los valores
del dominio menores que 1, y positiva para los mayores:

C=(0,1), C*=(1,00).

0 <a <1 La funcién resulta siempre decreciente, siendo positiva para los
valores del dominio menores que 1, y negativa para los mayores:

Ct=(0,1), C =(1,00). «

P> Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas. EnJaSec-
cién 5.1 vimos de qué manera determinar si una grifica.cofresponde 0 no-a
la de una funcién. Para ello, nos desplazamos porjcada punto del*dominio (eje
horizontal) y trazamos rectas verticales imaginarias en cada uno de ellos. Para
que sea la grafica de una funcion, cada una de estas lineas debe cortar una y solo
una vez a la curya, lo que garantizala existencia y unicidad de imagen.

Veremos ahora que el trazado de rectas horizontales permite determinar si la
funcién satisface ciertas propiedades, las que definimos a continuacién.
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Las funciones biyectivas son de gran importancia en matematica. Una de
las razones es que toda funcién biyectiva posee inversa: si f : A - B/s biyec;
tiva, entonces existe una funcién g : B — A tal que f(g(z)) = g(f(z)) =& (en
los Ejercicios 11 a 14 de la Seccién 5.7, pagina 11, se pueden trabajar algunos
ejemplos sobre esto).

> Todo lo trabajado en esta seccién a partir de las gréficas es posible determi-
narlo analiticamente conociendo la regla que define a la funcion representada,
y las herramientas de cdlculo adecuadas. Esta es, de heche, la forma precisa de
obtener los valores correctos. El objetivo de esta se¢cion es, solamente, utili-
zar lo visual como recurso para incorporar los conceptos de modo que, cuando
sea posible hacerlo analiticamente, lo grafico permita corroborar o anticipar los
resultados. Por ejemplo, resolver la ecuacion cuadritica

22 -22+3=6

equivale a encontrar las preimagenes de la funcién f(z) = 2% — 2 + 3 para el
valor y = 6. Esbozando el grifico de f y de la recta horizontal y = 6 podemos ver
si los valores hallados analiticamente para las soluciones de la ecuacién tienen o
no sentido, o anticipar cudntas serdn’y qué valores aproximados tendran.

A Es importante sefialar que lo grafico no es una justificacién matematica
correcta cuando se dispone de la forma exacta de resolver un problema, ya que
no tiene precision. Por ejemplo, supongamos que se nos pide comprobar si el
punto P = (5,6) pertenece a la recta de ecuacién y = = + 1—90. La grifica de la
recta y del punto pueden verse en la Figura 5.15.

Observando el gréfico, y dependiendo del grosor del trazo y la precision en la
escala utilizados, uno podria concluir que el punto P pertenece a la recta, o que
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-2 +

Figura 5.15: Graficode y = 2 + 55 y P = (5,6).

laraiz es z = —1 o que la interseccidn con el eje vertical es en y = 1. Todas estas
conclusiones son falsas, como puede verificarse analiticamente: P no pertenece

a la recta porque

9
5+ — %6,
10

. _ 9 . . . . 9 .
laraizes z = ~10Y la 1nte.rseccmn con el eje vertical es en y = 7. La preimagen
de y = 6 se obtiene resolviendo

6=x+—,
10
lo que da como resultado x = %1) = 5.1. A partir del valor correcto que obtuvimos
para la raiz, tenemos que los conjuntos de positividad y negatividad para esta
funcién son, respectivamente,

C () Y = (o).

Por lo tanto, cuando solamente se disponga del grafico como en la mayoria
de los casos en esta seccidn, se entiende que los valores hallados pueden resultar
aproximaciones de lo real. Este es el caso, por ejemplo, de las preimdgenes o
ceros de una funcién.

Ejercicios 5.8

1-4. En cada uno de los siguientes casos hallar, si existen; el conjunto de-ce-
ros, de positividad, de negatividadj y)los intervalos de crecimiento, de decreci-
miento y en losque la funciémes constante. Recordar que cuando el dominio
es\R \supondremos que la-grafica contintia fuera de la zona visible con el mismo
“comportamiento” que en la parte ilustrada.
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Autoevaluaciones

Autoevaluacion clasica 1

1.

2.

330

Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones:
4_o_
(@ (z-5)*-2=14

23+322 _
(b) ln(;+2) =0

2
@ ()7 s e

(d) 2* + 423 - 1122 + 42 — 12 > 0 (se debe factorizar el polinomio).

En un club, el valor mensual de la cuota societaria es de $270, pero no incluye
el uso de las canchas de Futbol 5. Este acceso (por hora) tiene un costo de
$90 por persona, con un descuento del 30 % para socios.

(a) Hallar las funciones que determinen el costo mensual en funcién de la
cantidad de horas de acceso a la cancha para cada caso (socios y no so-
cios), y graficar ambas en un mismo sistema.

(b) Determinar la cantidad de horas de acceso a la cancha que implican el
mismo costo mensual para socios y no socios.

(¢) Si una persona desea usar la cancha 4 horas al mes, ¢le conviene o no
asociarse? (Y si quiere usarla 12 horas mensuales?

. La altura aproximada de una pelota (en metros) estd dada por

h(t) = =5t + 30t + 35,
siendo ¢ el tiempo en segundos luego de su lanzamiento.

(a) ;Desde qué altura fue arrojada la pelota? ;En qué otro instante se en-
cuentra a dicha altura?

(b) Indicar la altura de la pelota luego de 2 segundos de haber sido arrojada.

(c) Hallar la altura maxima que alcanza la pelota, y el tiempo que demora en
alcanzarla.

(d) Determinar cudnto tiempo le toma a la pelota llegar al suelo.

(e) Determinar el intervalo de tiempo luego de su lanzamiento, en el que la
altura de la pelota supera los 75 metros.

. Una estampilla de coleccion vale $4000 en la actualidad, y su valor aumenta

un 20 % cada afo.

(a) Hallar una férmula que permita obtener el precio de la estampilla dentro
de t afios. Bosquejar el aspecto de la gréfica.

(b) (Cuanto valdré la estampilla dentro de 5 afios?

(¢) (Cuanto habra que esperar para que el precio supere los $17000?
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5. Con una varilla de hierro se desea producir un tridngulo isdsceles que po-
sea la siguiente propiedad: su altura es igual a % de la longitud de la base
(considerando como base al lado desigual).

(a) Determinar las longitudes de los lados del tridngulo para que la cantidad

de hierro utilizada sea 1.6 metros.

(b) Hallar el 4ngulo aproximado que formaran los lados del tridngulo con la

base.

(c) Si se desea mantener la misma longitud de la base, determinar la altu-
ra aproximada que tendra el tridngulo si los lados se sueldan a la base
formando un dngulo de 50°. ;Cudnto deben medir los lados en este caso?

Puntaje para la autocorreccion

Pregunta | Puntos por cada inciso
1 5-5-5-10
2 5-5-5
3 5-5-5-5-5
4 10-5-5
5 5-5-5
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Autoevaluacion clasica 2

1.

2.

332

Resolver las siguientes ecuaciones e inecuaciones:

(@ (z+5)*-5>76
(b) log(x - 3) +log(z +1) =log3 +log(xz-1)

(c) 2’E(T+3)(32)1‘ _ 24;:

(d) 23 + 322 - 102 — 24 > 0 (se debe factorizar el polinomio).

Una persona pinta macetas pequefias y grandes, las cuales venderd en una fe-
ria. La ganancia obtenida por cada maceta pequefa vendida es de $20, mien-
tras que por cada maceta grande gana $45. En la feria, por razones de espacio,
le permiten llevar hasta 45 macetas en total. Ademas, sucede que le quedan
solamente 40 macetas pequefias disponibles para pintar, y 50 horas de trabajo
para producir lo que llevara a la feria. Teniendo en cuenta lo anterior, y que
ocupa una hora de trabajo por cada maceta pequefia, y una hora y media por
cada maceta grande, se pide:

(a) Plantear el sistema con las restricciones del problema y graficar la region
factible.

(b) Determinar la cantidad de cada tipo de maceta que debe fabricar para que
el beneficio sea maximo, e indicar el valor del mismo.

. Una persona dispara con una pistola lanza-pelotas en linea recta desde el

suelo (tiro vertical). Segun indica el manual de la pistola, la velocidad de
lanzamiento es de 29.4 m/s.

(a) Hallar la velocidad y altura de la pelota luego de 2 segundos de haber
sido lanzada. ;En qué instante la velocidad de la pelota es =10 m/s?

(b) Hallar los instantes aproximados en los cuales la pelota se encuentra a 24
metros de altura.

(¢) Determinar cuanto tiempo demora la pelota en caer al suelo.

(d) Determinar la altura maxima que alcanza la pelota, y el momento en el
cual la alcanza.

. Una reserva ecoldgica tiene un programa de proteccion de una especie de ave

en peligro de extincién, lo que hace que cada afio la poblacién se incremente
en un 20 %. Si al iniciar el programa se contaba con 35 ejemplares, se pide:

(a) Hallar una férmula que permita estimar la poblacion de dichas aves en la
reserva, luego de ¢ afios del inicio del programa. Bosquejar el aspecto de
la grafica.

(b) Estimar la poblacién de esta especie luego de 6 afios del inicio del pro-
grama.

(c) Determinar la cantidad de tiempo necesaria para que la poblacion alcance
los 150 individuos.
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(d) Hallar la cantidad minima de ejemplares con la que debidé comenzar el
programa, para que luego de 6 afios haya al menos 119 de ellos.

5. Un herrero debe fabricar el marco de una ventana, cuyo disefio es un rectan-
gulo y sus diagonales.

(a) Determinar las dimensiones del rectdngulo, sabiendo que la base mide %

de lo que mide la altura, y que la cantidad total de hierro utilizado (inclu-
yendo las diagonales), es de 24 metros.

(b) Determinar el dangulo que forma cada diagonal con la base.

(c) Hallar la altura de la ventana, suponiendo que las diagonales se sueldan
sobre la misma base (igual longitud que la hallada) formando un dngulo
de 30°. ;Cuanto deben medir las diagonales en este caso?

Puntaje para la autocorreccion

Pregunta | Puntos por cada inciso

1 5-5-5-10
2 10-10
3 5-5-5-5
4 5-5-5-5
5 5-5-5
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Respuestas

El razonamiento matematico

334

. Para demostrar que la afirmacién dada es falsa es suficiente con hallar un par

de nimeros reales positivos a y b para los cuales no vale la igualdad. Por
ejemplo, tomando a = 1y b = 1 tenemos, por un lado, v/a + b = v/2 y, por el

otro,\/T+\/_:1+1:2.

. No, no serd suficiente con probar que la igualdad vale para muchos pares

de nimeros reales positivos a y b, pues para que sea verdadera debe valer
para todos los casos posibles, los cuales son infinitos. La veracidad de la
afirmacion se enuncia luego en la pagina 31.

. (a) No necesariamente, no dijo que es el Ginico caso en que irfa caminando.

(b) No necesariamente, no dijo cémo irfa si no comenzara por la tarde.

(¢) Verdadero, ya que si hubiera comenzado por la tarde, habria ido cami-
nando.

(d) Verdadero, es exactamente lo que afirma.

. (@) Verdadero, es el tnico caso en el que iria caminando.

(b) Verdadero, ya que el tinico caso en el que irfa caminando es si el examen
comenzara por la tarde.

(¢) No necesariamente, pues dijo cudl es el unico caso en el que irfa cami-
nando, pero no establece que es la tinica forma de ir.

(d) No necesariamente, pues dijo que ese es el tnico caso en el que iria ca-
minando, pero no establece que es la tinica forma de ir.

. El enunciado establece que son equivalentes “ir caminado” y “el examen co-

mienza por la tarde”, asi que las cuatro conclusiones son verdaderas.

. Sergio dijo que si viajara, entonces antes llevaria el auto al taller. No al revés.

Es decir, no dijo que solamente lo llevaria antes de viajar. Quizds lo llevé
porque tenia un desperfecto, a pesar de que no esté por viajar.
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Capitulo 1

Seccion 1.1

1. (a) A={re g a,l}; B ={e, a}; C=A{a,le gr}.
(b) B < A pues todo elemento de B pertenece a A, y A = C porque tienen
los mismos elementos.
2. (a) V, pues 2 es uno de los elementos de F'.
(b) F, pues por ejemplo 3 € F' pero 3 ¢ G.
(¢) V, pues tanto 2 como 4 son elementos de F'.
(d) F locorrectoes {2, 4} C F.
(e) V, pues H estd formado por conjuntos y {2, 4} es uno de ellos.
() V, pues G = {2, 4}.
(g) F locorrectoes {2} c F,obien2 ¢ F.
(h) V, pues H estd formado por conjuntos y {2} es uno de ellos.

(i) V, pues tanto 1 como 5 son elementos de F'.

3. (a) Si, pues todo elemento de B pertenece a A.
(b) No, pues 7€ C pero 7 ¢ A.
(¢) No, pues por ejemplo 2 € A pero 2 ¢ C.
(d) No, pues por ejemplo 2 € B pero 2 ¢ C.

Seccion 1.2

1. La representacion grafica de los conjuntos es la siguiente:

C

Daremos la respuesta de cada inciso por extension, sin sombrear el area co-
rrespondiente a cada caso.
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(@ U=AuBu(C={1,2,3,4,5,6}
(b) AnB={2,4}

(© (AnC)°={1,2,5, 6}

d AnBnC={4}

() (AuB)nC ={3, 4}

M A-C={1,2)

() B°={1,3,6}

(h) (AuB)-C={1,2,5}

(i) Au(B-C)={1,2,3,4,5}

() (AuB)° = {6}

. La representacion gréfica de los conjuntos es la siguiente:

Daremos la respuesta de cada inciso por extension, sin sombrear el drea co-
rrespondiente a cada caso.

(@ U=AuBUC={1,2,3,4,5,6,7}
(b) AnB={4,5}

() (AnC)={1,2,3,5,6,7}

d AnBnC-={4}

() (AuB)nC=1{4}

® A-C={1,2,3,5}

() B°={1,2.3,7)

(h) (AuB)-C={1,2,3,5,6}

(i Au(B-0C)={1,2,3,4,5, 6}

@ (AuB)”={7}

. AnA° =gy Au A° = U. Por ejemplo, podemos considerar los conjuntos

U={1,2,3,4,5}y A={2, 4}.
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Capitulo 2
Seccion 2.1
1. -15<-7<-2<0<4<6<8<12.

2. A= {_47 _3’ _27 _la 07 la 27 3) 4}’ B = {_27 _17 07 17 2a 37 4a 5}’
C=1{4,56,7,8), D={1,234,56,7.

3. Larespuesta no es tnica, ya que depende de si se toman desigualdades estric-
tas 0 no, o extremos enteros o no. Si consideramos solamente desigualdades
no estrictas con extremos enteros, entonces:

E={zxeN:2<2<3}, F={zeZ:-2<x<4},
G={reN:7<x <11},

4. El primer elemento de H es 5,elde J es 1,y el de K es —3. El conjunto I no
tiene primer elemento.

Seccion 2.2
1. propia; impropia; aparente; impropia; propia.

2. No, pues 2-24 +# 8- 3. Si, porque 1-24 =8-3 =24. No, pues 3-8 +# 9-4. Si,
porque 5-9 =15-3.

3 04_16. 3_12. 5_-5. =6_-3
*5T2° 772 3-3° 172

4, W0_5. 9 _3. -1_1. 28_4. 36_3
* 8§ "4 2478 373 213 60 5

5. En % del tanque hay 480 litros de agua, y en % del tanque hay 900 litros. Los
gréficos respectivos son:

240 300
240 300
240

240 300
240 300

6. Se usardn $850 en bebida y $1785 en comida. Quedan disponibles $340, los
cuales representan un % del total.

7. El envase de la marca A contiene & = 2 de litro, mientras que el envase

10~ 5
de la marca B contiene 70 de litro. Luego, el litro de leche marca A cuesta

10
% - 24 = 40 pesos, mientras que el litro de leche marca B cuesta % -21 =30
pesos.
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Subseccion 2.3.1

1. (a) 31 (d) 37 (8 2V16=2V4
(b) —45 (e) 23/25 (h) -73
(¢) 90 ® V7 (i 2
3y % (e) (a+20°~3)/a
2. (a) z3y (¢) a30 e) (a+2a”-3)\a
3
(b) 27 (d) abac!
3. (a LV5 () b
3 1 13
(b) V3 @) a2b3c6
1 4a’
4. (a) In (x4(x + 3)4) (¢) logy T
(d) log, (z°(z+1)°)
5. Es muy sencillo hallar casos para los que las igualdades no se cumplan.

10.

338

. El error fue aplicar la propiedad distributiva de la potencia con respecto a la

suma:
22 +y2 # (x+y)2.

La dosis debe ser de 362 + 42 = 1312 miligramos, y no de (36 + 4)? = 402 =
1600 miligramos.

. (-2)* = 16 y -2* = -16. Los resultados son opuestos. Esto demuestra la

importancia del paréntesis.

. (-2)% = -8y -2 = -8. Los resultados son iguales. La diferencia con el

ejercicio anterior es que la potencia es impar ahora.

. Laigualdad incorrecta es la (b), ya que las propiedades de la potencia no son

necesariamente validas cuando la base es negativa.

El razonamiento correcto es el segundo, ya que la definicién de potencia con
exponente racional no puede aplicarse si el mismo no estd en su forma irre-
ducible cuando la base es negativa.



Respuestas

Subseccion 2.3.2

1. 2.65 x 108 metros 5. 3567400000
2. 1.5 x 10722 kilogramos 6. 0.0000000123
3. 1.0204 x 10?® litros 7. 640000

4. 1.02 x 102 gramos 8. 0.0000082

Subseccion 2.3.3

1. (a) 5 < 8, entonces 5 -2 < 8—2.
(b) 5 < 8, entonces 5-(-2) > 8-(-2).
(¢) 2 > (-3),entonces 2-4 > (-3)-4.

(d) (-4) < (-3), entonces (—4) - (-2) > (-3)-(-2).
(e) 5 > 3, entonces 5% > 3%.

(f) 4 < 6, entonces 4% < 65.

(g) 4 < 6, entonces log; 4 < log, 6.

(h) 4 < 6, entonces log1 4 > log1 6.
3 3

2. A=[-2,3); B=(4,00); C=(0,4]; D =(-00,-2].

! ! ! ! [ 1 1 1 1 N 1L L L
T T T T | ™ T T T T rd N T T
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
A B
“ 1 1 1 1 -l ! I'a 1 1 1 . | ! 1
T T T T o T LY T T T . | T T
6 -5 -4 -3 =2 -1 0 1 2 3 4 5 6
D C
3.
(2,5)={zeR:2<z <5}, [2,00) ={zeR:x >2},
[-2,1)={zeR:-2<x <1},
(—00,0) ={x eR:2 <0}, (-6,-3]={zeR:-6 <z <-3}.
<« : : : : —— S —3 :
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
(_0070) (275)
I'a 1 1 .l o 1 1 Al i 1 1 1 1 >
N\ ! L) L ! ' / 13 T
6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
(_6*_3] [_2'1) [2*00)
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4. (a) (-2,3)u[0,5] = (-2,5]: (-2,3)n[0,5] = [0,3).

! ! ! ! 4 1 A L u | !
T T T T Ly T | = T T P T E T
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
() [3,8)U[8,11]=[3,11]; [3,8)n[8,11] = 2.
! | | | L L L L L A" o L L |
T T T T c T T T T v, = T T .|
-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
(¢) (-3,2]u[2,6) =(-3,6); (-3,2]n[2,6)={2}.
! ! ! 4 1 1 1 L . o L L L N
J T T LY ! ! ' ! JL ! ! ! ’
-6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6
Subseccion 2.3.4
1. (a) 15 @) 4
) 7 (e) -4
(c) -8 ® 4
2, six-220,

r, sizx-2<0.

2. (a) |x—2|:{ 325:

{ —2z+11, si3-z>0,

(b) 23 -2+ 22 -1, si3—x<0.

_ y—-4, si2y-3>0,
(© [2y-3[-1= { —2y+2, si2y-3<0.

—4r -4, sizr+1>0,
@ _4|x+1|_{ dr+4, siz+1<0.

-z+1, si-x-120
e |-x-1+2= o S
© | | { x+3, si-x-1<0.
3. A continuacion, graficamos los conjuntos A, B y C, respectivamente:
| | 4 1 1 1 1 1 N I |
T T LY T T T T T .l T T
3

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2

= 4
SR 4
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=
44
x‘\a'
[
iR
=
-
o
w
1
S

. A=[-1,1], B=(-00,-1]u[},00),C = (-00,-2) U (2,00), D = (-3,3).

2

. (@) 4<xr-2<4

(b) 3x+1>2 o 3Bzr+1<-2
() 6<3y<6
d -y+1>2 o -y+1<-2
() 2<t+5<2

.z eR: 2| < -3} =@, {x € R: |z|] > -3} = R. Es decir, ningdn nime-

ro real satisface la primera desigualdad, mientras que cualquiera satisface la
segunda.

. Los valores z = 2, y = —3 sirven para demostrar ambos hechos. En efecto,

con estos valores obtenemos:

|lz—y|=]2+3|=5 pero |z|-|y|=2-3=-1,

y también
|z +y|=|2-3|=1 pero |z|+|y|=2+3=5.
9. @ |-z+1l=|z-1 v |-z+1=|-z-1] |-z +1]=|z+1]
(b) |z +3|=]|z|+3 |z +3|<|z|+3 v |z +3|<z+3
(c) |22 -3|<|22]-3 |20 -3| <22 +3 20 - 3| < 22| +3
(d) |3z -6|=3|z -6 3z -6|=3lz-2| v [3z-6]=-3-z+2]
10. (a) La distancia entre 2y —4 es |2 + 4].

11.

(b) La distancia entre —3y -6 es | - 3 + 6].

Usando la férmula obtenida en el Ejemplo 44, obtenemos una cota para la
distancia entre las casas de Zoe y Mateo:

|Z-M|<|Z-J|+|J-M|<5+2=T.

Hemos usado la inicial del nombre para indicar la ubicaciéon de cada casa.
Entonces, la mayor distancia posible entre las casas de Zoe y Mateo es de 7
cuadras. Gréficamente, esta situacion se da cuando las casas de Zoe y Mateo
se encuentran en extremos opuestos, y la de Jenaro entre ellas.
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12.
$/(-3)6 =3, $/(=3)5 = -3, Vad =], Va3 = .

13. (a) = = -5,y =3:z <y pero |z| £ |y|.
() x=-2,y=-3:|z| < |y| pero z £ y.

(¢) x=-2,y=3,2=-8|z| <|y| pero |z + z| £ |y + 2|
(pues |z +z|=|-2-8|=10y |y + 2| = |3 - 8| = 5).

Capitulo 3

Seccion 3.1

1. (a) Si. Grado 5, coeficiente principal 7.
(b) No.
(¢) Si. Grado 6, coeficiente principal —1.
(d) No.

2. (a) p(z) = -32° + 0z* + 02% + ex® + 02 + 4
b) g(z) =223 +322+2+0

(¢ r(z)=-322+2+7

3. (a) Binomio. (d) Cuatrinomio.
(b) Trinomio. (e) Monomio.

(¢) Monomio.

4. (a) -1,2 (d) 97, -2
(b) -24,0 (ORVERVE
(c) 96, 2

5. (@) ¢c=2si,c=0no, c=—4si.
(b) ¢c=0no,c=-1no,c=5si.

(¢) No, ya que ¢ + 1 es siempre positivo, para cualquier c € R.

Subseccion 3.2.1

1. (@) (p-7r-s)(x)=22"- 523 —42* -2
) (p+p)(x) = 22° + 42* - 1023 - 622
3

© (s—r+q)(x)=2°+23+2? -3z
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@ (q+p+s)(z)=a’+22* —42® - 222 - 32 + 2

@ (p-q)(z)=2°+42* -62° -322+32x -2y (¢-p)(x) = —2® —4z* +
623 + 322 - 3z + 2. Los resultados corresponden a polinomios opuestos
entre si. Es decir, p— ¢ = —(¢ - p).

2. gr(p+s)=5,gr(qg+s)=3,gr(r+s)=5. No existe una regla sobre el grado
de la suma de polinomios.

3. El perimetro, en cm, estd dado por p(z) = 422 + 2, el cual cuando z = 2 vale
p(x) =20 cm.

Subseccion 3.2.2

1. El resultado en ambos casos es 32° — 322 + 3z - 3.
2. 17

3. 16

4. (a) —27

(b) 925 —32° - 32* - 623 + 1122 -2 -3

4342

() 28 +2"-22° -2
(d) 2° +52* + 623 — 422 - 202 - 24

(e) —x° +8x% - 12z

5. (a) x°+ 14x +49
(b) 422 -12x+9
() 26 +22%+1
(d) x3—-1222% + 48z - 64
(e) %x?’ + %a:2 + %x +27
) 25-324+322-1
(g) t2-49
(h) 1622 - ¢?
i z-3
(J) $4 _ 7.1_2

&) 2* + 623 + 522 — 242 - 36

Subseccion 3.2.3
L (@3 (b)) -2z (V2
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2.5

()

o (-22? + 52 +1) (2 - 42 + 223) + (52 - 102 + 10) =
= —z° + 12z - 182” + 12.
4. Se indica el resultado, la verificacién queda a cargo del lector.

(a) Cociente: 6x — 8, resto: —4x + 15.
(b) Cociente: = + 5, resto: 0.
(c) Cociente: 422, resto: 422 + 1.

(d) Cociente: 32> — 2 + 5z — 2, resto: 10x — 5.
5. Seindica el resultado, la verificacion queda a cargo del lector.

(a) Cociente: 623 + 2022 + 30z + 68, resto: 134.
(b) Cociente: z2 + 222 + 14z + 73, resto: 360.
(c) Cociente: —3z* + 423 — 322 — 2z + 2, resto: —4.
(d) Cociente: 622 — 1522 + 30z — 60, resto: 123.

6. (a) Cociente: 223 — 622 + 15z — 43, resto: 126.

(b) Cociente: 2 + 4z + 4, resto: 0.

Seccion 3.3

1. (@ (2z+7)(2z-7) (¢) (523 +3)(5z>-3)
) (t*+6)(t* - /6) (d) (62 +5)(6x-5)
2. (a) (v-4)? (c) (222 +3)2
(b) (3z-2) (d) (t*-3t)?
3. (a) (2z-3)3 (© (-z+1)°
(b) (22 +2)3 @ (2t>-1)>3
4. m=8
5. k=3

6. Notar que p(1) = 0, por lo que (x — 1) es factor de p. Dividiendo se obtiene
p(z) = (z - 1)(42% + 2).

7. 32%(z - 2)(x +2)
8. 32%(2% +5)
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.

. (z-1)(2? +4)

(2z-3)(2z+3)(z-1) obien4(z-3) (z+3) (x-1)
r(z?+2z+1)(z-3)

(22 +1)(z+2)(z-4)

2(z+2)(z-32)(z+1) obien (x+2) (2z-3) (z +1)
(z+1)(z*-2®+ 22—z +1)
(z-1)(z*+23+2% + 2 +1)

(z-D(z+1) (2% -2+ 1)(2®> +x+1)

4(x - 2)(z +2)(z% +4)

3(x+2)(z-3) (2 +4) obien (z +2)(3z - 5)(2? + 4)
a*(2z +1)(z - 3) o bien 2z* (z + 1) (- 3)
(z-1)(z+2)(z+5)(z-4)

Seccion 3.4

1. = = 1 funciona para los tres casos. De hecho, casi cualquier valor va a fun-
cionar.
2. 2L, z#-2.0%-1 © 23 zexlas2
z—1 _ 2z-1 1
b) 7, v#2z-l @ 557, *#-3
3. O
3 7x—6
—3x2-10 _r=o
4. (a) ;TZH—IO’ TEDT+2 (e) 2(22-4)° T # 2
3(x-1 1
b 22D e ® . 220
z(x+6) 2(z2+4)
(o 221 ° T+ £l (2 —21 T+ +2
32°-152-4 4 2
@) 775 3622486 *FE3 M) iy w#El

345



Respuestas

Capitulo 4

Seccion 4.1

1. Sea x el precio del kilo de limones, en pesos. Entonces el kilo de manzanas
cuesta 2z, y la igualdad resultante es

3(2) + 5 = 165,

o equivalentemente 11z = 165. También puede plantearse con dos incdgnitas
como
3y + bx =165, Yy =2x,

siendo y el precio del kilo de manzanas, en pesos.

2. Sea x la cantidad que recibe el hermano mayor, en pesos. Entonces el her-
mano del medio recibe x/2 y el pequefio recibe 2:/8. Luego, debe valer la
siguiente igualdad:

c+Z 4+ 21300,
278

3. Sea V la cantidad de visitantes. Entonces la cantidad de locales es V' + 4800,
y el enunciado establece que

V + (V +4800) = 43200,

o equivalentemente 2V + 4800 = 43200.

4. Sea x la capacidad del biddn, en litros. Entonces el problema establece que

1 -3
8a:+38— S

5. Sea x la cantidad de litros que tenia Agustin en el tanque. Entonces x satisface

%x+%(m—§x):20.

Seccion 4.2

1. Ejemplo 82: el nimero es 56.

Ejemplo 83: viajan 50 uruguayos, 90 chilenos y 280 argentinos.

2. Ejercicio 1: el kilo de manzanas cuesta $30, y el de limones cuesta $15.
Ejercicio 2: el mayor recibe $800, el del medio $400, y el pequefio $100.
Ejercicio 3: hay 24000 locales y 19200 visitantes.

Ejercicio 4: la capacidad del bidén es de 80 litros.

Ejercicio 5: tenia 24 litros en el tanque.
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3. £=-2(obien S = {-2}) 14. =1

4. £ =8 15. z=-3

5.y=-1 16. z=-1

6. v=-13 17. z =3

7. x=1 18. S = @ (pues = = -2 es no permitido)

8. §={-5,11} 19. S={-2,7}

9. S=0 20. x =2 (x = —4 es no permitido)
10. S={-3,0, 5,8} 21. z = 3 (la base debe ser positiva)
1. S={-7,-%} 22. z =2 (x = -8 es no permitido)
12 z =17 23. z=%

13, z=3 24. 2=6

25. (a) S={-2,1,3} @ S=1{1,2}
() S={-2,0,3} (e) S={-3,4}
(c) S={-5,5}

26.
27.

28.

29.

30.

31.

<

La ecuacion es 4000 + 120z = 8440, siendo x la cantidad de discos vendidos
en el dltimo mes. Solucién: « = 37. Luego, Cintia vendié 37 discos en el
altimo mes.

Si x es el numero buscado, la ecuacién es 81z = z + 154000.
Solucién: x = 1925. Es decir, el nimero buscado es 1925.

Sea x el menor de los tres nimeros buscados. Entonces debe satisfacer la
ecuacion x + (x + 2) + (z +4) = 99. Solucién: = = 31, y los dos impares
siguientes son x + 2 = 33 y « + 4 = 35. Luego, los tres nimeros buscados son
31, 33 y 35, por lo que la suma de los dos mayores es igual a 68.

Si x es la cantidad de locales, entonces la ecuacion es
z+ 2z = 3400
12 )

10 _ 5

pues 5; = 13- Solucion: x = 2400. Por lo tanto, asistieron 2400 locales.

Sea z la edad de José (y Franco). Entonces la edad de Francisco es 3 + 3y la
de Luciano es  + 7, por lo que la ecuacién es

r+x+ 3 +3+35+7=46.
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Solucién: x = 12. Entonces José y Franco tienen 12 afios, Francisco tiene 9
afios, y Luciano tiene 13 afios.

Seccion 4.3

1. (a) S ={-6, 6} @ S-=1{0,1}
(b) S=g (e) S={0} (x =1 es no permitido)
(¢) S={0,2}
2. c=16
3. () (z-1)2+4 M) (z+2)%-3 © -2(z+1)"+2
4. (a) S={-3,2} © S=0
(b) S={-2} @ S={-1,4}
5. (a) S={-5} (b) S={-4,1} (© S=0

6. (a) S={0,-3}
(b) S={1, -}
(c) S={-3,1}
(d) S ={-3} (x =1 es no permitido)
(e) S={5} (x=1es ficticia)
M S={1}
(® $={0,2}
th) S={1} (z=0yz= —% son no permitidos)

7. (a) A > 0: 2 soluciones.
(b) A < 0: sin soluciones.
(¢) A = 0: solucién unica.

8. a=16

9. (@) p(z)=(z+2)(z+4)
() g(z) =3(z+2)(z-1)
(© r(x)=(z+9)(x-7)

10. La base mide 38 cm, y la altura 36 cm (la solucién negativa se descarta por
el contexto).
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11.
12.
13.
14.
15.

El niimero buscado es 8.
Los nimeros son 7'y 8.
Los niimeros son 6 y 8.
Los nimeros son 13y 15.

El joven tenia 22 afos (la solucién = = 4 se descarta por ser menor de edad).

Seccion 4.4

1.

wn

e L 3 &

10.
11.
12.
13.
14.

Ejemplo 84: = = 3, y = 9 (longitudes de los lados del rectangulo).
Ejemplo 85: 12 y 52 afios.

. (@) = =3, y =1. Compatible determinado.

(b) Sin solucién. Incompatible.
(¢) = =3,y =2. Compatible determinado.

(d) Infinitas soluciones. Compatible indeterminado.

. (@) z = -2,y =5. Compatible determinado.

(b) Infinitas soluciones. Compatible indeterminado.
(¢) = =4, y=-1. Compatible determinado.

(d) Sin solucién. Incompatible.

. Los nimeros son 13 y 27.

. Carolina tiene hoy 45 afos y José tiene 15. Asi, Carolina tiene 30 afios més

que su hijo José.

. Los lados miden 6 y 4 cm.
. Se vendieron 23 cajas de frutillas pequefias y 38 de frutillas grandes.
. Clara tiene 4 afios y Franco tiene 12.

. Asistieron 95 adultos y 153 nifios.

Hay 17 motos y 42 autos.

Tienen 23 dias de plazo y les encargaron 5900 valijas.

La contrasefia es 187543.

Entregé 7 billetes de 5 pesos y 3 de 50 pesos.

Debe poner 600 gramos del que cuesta $6 y 400 gramos del que cuesta $8.50.
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15. Denotemos con z al par de etiquetas, y con y al lapiz. Entonces el sistema es

3x-y = 7
20+2x = 18.

Su solucién es = = 4, y = 5. Luego:
(@a)b5-4-4=-11, (b)2+5-4 =22 (hay una etiqueta).

Seccion 4.5
1. S={zeN:24<x <28} ={25, 26, 27}.

2. A partir de 17 unidades.
3. A partir de 601 unidades.

4. 5= (-0, 16. S =[1,00)
5. 5= (-o00,4) 17. S=(2,4)

6. S =(-00,00) 18. S =[11,00)
7. 5-2 19. S =(-o00,-1]
8. S=(-00,8)u(2,00) 20. S = [3, 00)
9. SZ[‘%?%] 21. S:(%,Z)

10. S = (00, ~5) U (3, 0)
22. §=[-2,2]

11. S = (~00,-2] U [8, 0)

23. S = (~00,-3]U(1,3]

12. S =[-3,2]
13. S =(-00,-T)U(2,5) 24. S =(-00,-1]U[1,00)
14. S =[2,7] 25. §=(-00,-2)U[1,2) U(2,00)

15. S = (—00,-2] U [2, 00)

26. (a) S=(-2,-1) (©) S =(-00,5]
(b) §=[2,1]U[3,0) @ S =(-3,0)u(3,00)

27. 7
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Capitulo 5

Seccion 5.1

1. Sea f(2) =-9, f(0) =5y f(-1) =6.

2. Dom(g) = [2, o). Por ejemplo, si ¢ = 3 entonces g(c) = /3.

3. (a) R—{8) © R-{-6, -5, -4}
(b) (_0074]_{_17 O} (d) (_170)U(0’00)

4. Los puntos se ubican en el siguiente grafico:

P Y
® 4+
31 p,
2 is
1] P,
4 3 2 -1 1 2 3 472
-10 P
_2 €
Ps Ps
° -3 °
—4
5. (a) Segundo. (¢) Cuarto.
(b) Primero. (d) Tercero.
6. Universidad = (0, 3) Hospital = (-2,-3) Fabrica= (-1,1)
Shopping = (4,0) Cafeteria = (—4,-2) Banco = (-3,2)
Bar de tragos = (-2,4)  Autobis = (4,2) Puerto = (4,-4)

Supermercado = (2,2)  Telefénica= (2,-3) Hotel = (3,-2)

Comedor = (3,4) Aeropuerto = (-4, 3) Correo = (-3,0)
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7. El gréfico es el siguiente:

(043)
3¢
(-1,2) ¢ 2 e (1,2)
. 1 . (V2,1)
; L (V3,0)
: S —
-2 -1 12
(-2,-1) » 1 0 (2,-1)
/, -2 \\\

8. = f:Corresponde al grifico de una funcién. Img(f) = [-2,2].

Raices: xg, 1 y 2.

= ¢: No corresponde al grafico de una funcién. No se cumple ni existencia

ni unicidad de imagen.

= h: No corresponde al grafico de una funcién. No se cumple la unicidad

de imagen.

= w: Corresponde al gréfico de una funcién. Img(w) = [—%, %]

Raices: -1y 1.

9. (@) x=-6,z=5
(b) z=-2(2¢Dom(g))
() x=-5,x=5
d z=-3,xz=1
(e) x=2(-2¢Dom(h))
) z=3(-3¢Dom(w), 1¢Dom(w))

10. €7

11. (a) f(1)=3 (e) Dos raices.
) f(5)=6 (f) Dos valores.
() x=3 (g) No.

d) z=0,x=2yzx=4
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12.

13.

14.

15.

(a) Corresponde al periodo 20092013 para , y 2004-2008 para 'I:

(b) 2012: 200 millones de usuarios; 2013: 400 millones de usuarios.

(c) f 2007: 60 millones de usuarios; 2008: 150 millones de usuarios.
(d) En el afio 2012.

(e) 120 millones; 'I: 40 millones.

(a) f 2200 millones; 1500 millones; 800 millones; 350 millo-
nes; 200 millones.

(b) Tenia 450 millones de usuarios, y pasa aproximadamente un afio y medio
hasta que se duplica esta cantidad.

(¢) Facebook alcanza los 1400 millones de usuarios a fines del afio 2014. En
ese momento, WhatsApp tiene alrededor de la mitad de usuarios, mien-
tras que Instagram y Twitter tienen aproximadamente la cuarta parte.

(d) La cantidad de usuarios de Instagram comienza a superar a la de usua-
rios de Twitter a fines de 2014, con aproximadamente 300 millones de
usuarios.

(e) En el periodo no alcanzaron los 800 millones de usuarios Snapchat y
Twitter. Los superaron Facebook y WhatsApp.

(f) Facebook al terminar 2013, y WhatsApp al terminar 2016 (alcanzan los
1200 millones de usuarios).

Las cantidades aproximadas son:

(a) 70 millones.

(b) 130 millones.

(¢) 150 millones.

(d) 200 millones.

(e) 600 millones.

(f) Mediados de 2016.

(g) 400 millones.

Las graficas de las funciones se muestran a continuacién. En cada caso, los
puntos sobre el eje = son los valores que determinan los intervalos a conside-
rar en la tabla de signos. En todas ellas quedan determinados 4 intervalos. Se

incluye también el punto en el que la gréfica “corta” al eje v, el cual corres-
ponde al valor de cada funcién en x = 0.
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16. €7

Seccion 5.2

1.

(@)

(b) 3
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. Las rectas son paralelas porque ambas tienen pendiente igual a 4.

(© 3 y=4dx
y=-2r\ o
1
-3 -2 7‘1 1 2 3.
2
-3 -3
(e) 3 ) 3
y=-3x-2 9 y=2
1 1
—‘3 —‘2 ‘i\ i é 3I =3 =2 =1 1 P 5‘3
- ) oy=-3%
y:—.‘i;x‘+§
-2 -2
-3 -3
. (@) Psi, Q no. (b) Ninguno. (¢) Ambos.
(@ y=-3z+4 © y=-2x+7
(b) y=5x+5 (d) y:—%x—?)
@ y=22+T (b) y=-5z+4 () y=5z-18
@ y=2z+2 (©) y=iz+2
b)) y=-2-1 d) y=-3z-2
. (@) a=3,y=3x+2 da=-lL,y=-z+2
b) a=-2,y=-2x+4 (e) a:%,y:gx—fi
(© a=3,y=3z+3 M a=-3y=-3w-3
.@a=-%2b=-3 () a=6,b=3 (€ a=3,b=m
() a=3,b=-4 (d a=31,b=3 ) a=4,b=5
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10.

11.

14.

15.

16.

17.

18.
19.

20.

21.

22.

23.

24.

26.
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— __2 —
(a) y=-4x-2 (c)y——§m+4 (e) y=-3zx+4
(b) y=32+5 @ y=iz ® y=5z+1
y:—%x—3 12. y=-5z+3 13_@
(a) f(x)=120x + 2300 (por x horas de trabajo).

(b) Cobrara $4700.
(c) Debe trabajar 180 horas.
(d) El minimo es 190 horas.

(@) f(x)=0.03z + 25 (por x metros recorridos).
(b) El costo es de $85.

(¢) Podemos recorrer 1.5 km.

C(z) = 20z + 2000, I(x) = 50z, G(z) = I(x) — C(x) = 30z — 2000. Debe
vender 400 paraguas para obtener una ganancia de $10000.

Opcién por invitado: f(z) = 120z, siendo x la cantidad total de personas
que asisten. Opcién para socios: f(x) = 90z + 380. Si asisten 18 personas
conviene la opcidn para socios, mientras que si asisten 11 conviene pagar por
invitado.

25 °C equivalen a 77 °F. 68 °F equivalen a 20 °C.

@) v(t) = %t (en m/s, t en segundos).
(b) 24 m/s, lo que corresponde a 86.4 km/h.

(¢) 60 km/h equivalen a 16.7 m/s aproximadamente. Esta velocidad es alcan-
zada a los casi 21 segundos.

v(t) = -5t +40. Necesita 8 segundos para detenerse por completo (v(8) = 0).
(a) 3.4 segundos. (b) -33.3 m/s, aproximadamente.

(a) Aproximadamente 1 segundo. (b) —39.8 m/s.

(a) 78.4 metros. (b) —39.2 m/s.

vo = —14.2 m/s. 25. vy = 34.3 m/s; vg = 29.4 m/s.

(a) Demora un poco més de 6.16 segundos. Llega con una velocidad aproxi-
mada de —30.3 m/s.

(b) Aproximadamente a los 3 segundos.
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27.

28.
29.
30.
31.
32,
33.
34.
35.

(¢) 47.1 metros.

(@) v(t) = -9.8t +vo; y(t) = —4.9t% + vot.
(b) vy ~ 8.85. Demora poco menos de 1 segundo en llegar a la altura del
andamio.

(a) 15.6 cm (b) 0.87 cm (¢) 1419.23 m

78.4 kg de harina.

Al menos 14 respuestas correctas.

(a) 39 clases. (b) 75% (¢) Falté a 18 clases.
18 % 36. $111 aproximadamente.
Costaba $750, 1o pagé $600. 37. 22140 habitantes.

$700 38. $200000

$417.45

Seccion 5.3

1. (1,-2)

2. No, porque son paralelas no coincidentes.

3@ (1,3) (b)(0,2)

4. Clara tiene 5 afios, Matias tiene 2.

5. Consumi6 2.8 kilos de bananas, y 0.8 kg de helado de crema.
6. (a) f(x) =72z +480 (socios), g(x) = 120z (no socios).

(b) 10 dias de pileta, con un costo de $1200 mensuales.
(c) Para 6 dias de ingreso, no le conviene asociarse. Para 14 dias, si.

. El estetoscopio cuesta $450, y el martillo cuesta $225.

. Invirtié $30000 en el que rinde menos, $15000 en el otro.

. 133 mililitros de la primera, 867 de la segunda, aproximadamente.
10.
11.
12.
13.
14.

Medio litro de cada tarro.

376 entradas para el infantil, 282 para la comedia.

28 kilémetros en el primer tramo, 12 km en el segundo.

El cédigo es 17841807.

sp(t) =37t, sp(t) = 780 — 28t. Se intersecan en (12,444).
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15.

(@ (3,1) (© (3,2)

(b) Sin solucién. (d) Infinitas soluciones.

Seccion 5.4

1.
2.
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Cuadrantes 1y 4, incluyendo al eje y.

Cuadrantes 3 y 4, excluyendo al eje x.

. (a) Cuadrante 4. (¢) Cuadrante 2.

(b) Cuadrante 3. (d) Cuadrante 1.

. No se incluyen los graficos aqui, ya que se verifican con Gew>Gebra en el

ejercicio siguiente.

<

. Funcién a maximizar: f(x,y) = 652 + 50y, siendo z los litros de cerveza

rubia e y los de cerveza negra. Las restricciones sobre la produccién son:

z+2y < 30

Restricciones 2rty < 45
r > 0

y > 0.

La solucién 6ptima es 20 litros de cerveza rubia y 5 litros de cerveza negra
produciendo un ingreso de $1550.

. Funcién a maximizar: f(z,y) = 70z + 52y, siendo x la cantidad de collares

e y la de pulseras. Las restricciones sobre la produccién son las siguientes:

152z +10y < 150
dr+4y < 48
Restricciones 1 0.6x+02y < 6
z > 0
y > 0.

La solucién 6ptima es 6 collares y 6 pulseras, produciendo una ganancia
de $732.

. Funcién a minimizar: f(z,y) = 30z + 20y, siendo x la cantidad del Fertili-

zante 1 e y la del Fertilizante 2. Las restricciones son las siguientes:

2c+y > 7

20+2y > 12

Restricciones z+3y > 10
z > 0

y > 0.
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(a) La solucién 6ptima es 1 litro de Fertilizante 1 y 5 litros de Fertilizante 2,
con un costo de $130.

(b) Se obtiene una mezcla de 6 litros. Posee 7 unidades de N, 12 de P, y 16
de K.

(c) Aproximadamente, cada litro cuesta $21.67, y contiene 1.17 unidades de
N, 2de P,y 2.67 de K.

(d) Elporcentaje aproximado de cada fertilizante en esta mezcla es de 16.67 %
del primero y 83.33 % del segundo.

9. Funcién a maximizar: f(x,y) = 30z + 50y, siendo z la cantidad de tazas e y
la de mates. Las restricciones sobre la produccién son las siguientes:

20 +2y < 500
Restricciones 4 £ 72y < 300
z > 0

y > 0.

La solucién éptima es (200, 50) (es decir, 200 tazas y 50 mates), con una
ganancia de $8500.

10. (a) A las restricciones del problema anterior se le deben agregar las dos con-
diciones siguientes:
r <130, y<120.

(b) En este caso, la solucién 6ptima es 130 tazas y 85 mates, con una ganan-
cia de $8150.

(c) Sobran 70 calcomanias negras y ninguna de color.

Seccion 5.5

1. y = —2(x + 1)? + 8. Raices: x; = -3, x5 = 1. Interseccién con el eje y: en
y = 6. Vértice: (-1, 8). Eje de simetria: x = -1.

2.y = %(w - 3)2. Raices: ;1 = x5 = 3. Interseccién con el eje y: en y = 3.
Vértice: (3,0). Eje de simetria: z = 3.

3. y = (v -2)?+3. Raices: no tiene. Interseccién con el eje y: en y = 7. Vértice:
(2,3). Eje de simetria: « = 2.

4. y = 4(x +1)* - 1. Raices: z; = -3, 7 = —3. Interseccion con el eje y: en
y = 3. Vértice: (-1,-1). Eje de simetria: z = 1.

5. y=(z+ 1)2 — 3. Raices: 21 = -1 +/3, 22 = -1 —/3. Interseccién con el eje
y: eny = —2. Vértice: (-1, -3). Eje de simetrfa: = 1.

6. y = 2% + 4. Raices: no tiene. Interseccién con el eje y: en y = 4. Vértice:
(0,4). Eje de simetria: = = 0.
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7. y = x? — 4. Raices: x; = -2, x5 = 2. Interseccién con el eje y: en y = —4.
Vértice: (0,-4). Eje de simetria: = = 0.

8. y=4 (x + %)2 — 1. Raices: z; = -2, x5 = —1. Interseccién con el eje y: en
y = 8. Vértice: (—%, —1). Eje de simetria: x = —%.

9. y=(x+1)%-1.Raices: 71 = -2, x5 = 0. Interseccién con el eje y: en y = 0.

10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.
21.
22.
23.
24.
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Vértice: (-1,-1). Eje de simetria: z = —1.

2 . . .
Yy=- (x + %) + %. Raices: z; = -3, zo = 2. Interseccién con el eje y: en

y = 6. Vértice: (—%, %) Eje de simetria: z = —%.

y=3(z+1)(z-3)

Y= %(x—l)(ac+3)

y=-3(z-2)?

y=2(z-1)(z+4)

y=-2(x-1)(z-3)

y=4(z+3)2

Las relaciones son: g(z) = f(2x), h(zx) = f (%x)

(a) 90 cm?.

(b) a(z) = 2% + (12 - 2)? = 222 — 242 + 144 (en cm?).
(¢) No, 222 — 24z + 144 = 70 no tiene solucidn.

(d) 4y 8cm.

(e) a(x) < 80 siy solosix € (4,8), es decir, si el lado de B mide mds de
4 cm y menos de 8 cm.

(f) 6 cm, lo que produce un drea de 72 cm?.
Ancho: 3 unidades. Alto: 9 unidades.

Los nimeros son 10, 11y 12.

Las dimensiones son 20 y 30 metros.

Debe ser un cuadrado de 125 metros de lado.
Debe producir 15 ldmparas, con un costo de $555.

(a) 300000 pesos.
(b) Minima 9 articulos, maxima 71 articulos.

(¢) Minima 20 articulos, maxima 60 articulos.
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25.
26.
27.
28.

29.

(d) 40 articulos, obteniendo 500000 pesos de ganancia.
Alcanza los 122.5 metros, a los 5 segundos del lanzamiento.
Demora 4.04 segundos, aproximadamente.

La estatua tiene 19.6 metros de altura.

(a) Altura: 180 metros. Alcanza esta altura nuevamente a los 9 segundos.
(b) Altura: 270 metros.

(c) Altura maxima: 281.15 metros. Alcanza esta altura a los 4.5 segundos.
(d) Demora 12 segundos.

(e) Entre los 2y 7 segundos.

(a) Altura maxima: 1353.75 pies. Alcanza esta altura a los 1.5 segundos.
(b) Demora 11 segundos.

(c) Altura de la torre: 1320 pies. Alcanza esta altura a los 3 segundos.

Seccion 5.6

1.

(b)

-6 -5 -4 -3 -2 -1 1 2 3 4 -3 -2 -1 1 2 3 4 5 6 7 8
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(© 61 () 6
54 f(z) 5
4 4 4 h(x)
3] ) f(x) 3
2
1
4 -7 -6 -5 -4 & -2 -1 1 2 3
-1
-2
9(z) -3
-4
3.a=5 4. a=2 5.¢=3 6. k=-2 7. h=2,k=1
8. (a) =1 (c) x=In3~1.1
(b) x=7 d z1=-1,20=2
9, €7
10. $26751.25.
11. (a) 19.81 miligramos.
(b) Casi 8 horas (7 horas y 45 minutos).
12. (a) 35 ejemplares.
(b) 12.23 afios, es decir, aproximadamente 12 afios y 3 meses.
(c) Al menos 23 ejemplares.
13. (a) P(t) =1000e3'1"2 = 1000 - 8.
(b) 3.32 horas, es decir, aproximadamente 3 horas y 20 minutos.
_ -0.275 _19.1
14. (a) C(t) = 80e * (pues 7 = ; In 3).
(b) 15.36 miligramos.
(¢) Un poco mas de 10 horas.
15. Un poco més de 38069 afios.
16. Luego de 15 afios quedard un 72.9 %. Tarda aproximadamente 43 afios y
medio en desintegrarse el 60 % del material inicial.
17. Como puede observarse en la tabla siguiente, el capital acumulado es mayor
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a medida que el valor de n aumenta:
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18.

19.

21.

22,

23.

24.

25

Capitalizaciéon | n | Capital acumulado luego de 3 afios
Anual 1 $17280

Semestral 2 $17715.61
Cuatrimestral 3 $17875.51

Trimestral 4 $17958.56

Bimensual 6 $18043.80

Mensual 12 $18131.30

Continua 00 $18221.19

2t

(@) C(t)=1000(1+%22)" =1000(1.11)*

(b) $1518.10
(c) 3.32 afos, lo que equivale a esperar 3 afios y 4 meses.
(d) Cy~1317.5

Cp =24511.16 20. Cy =54147.15

Las tasas anuales aproximadas son:

(a) 26.7% (b) 21.64% (c) 20% (d) 19.75%

(a) P(t)=10-60"
(b) 2160000 moscas.

(¢) Poco mas de 3 meses.

(a) 99.66 % (b) 0.18 g/l
(a) 265 abejas. (b) 14548 abejas. (c¢) Casi 18 meses.
El Banco A.

Seccion 5.7

1.
2.

Ver Figura R.1 en la pagina siguiente.
(a) Dom(f) =(-3,3)

(b) Dom(g) = (—o0,-1) U (2, 00)
(¢) Dom(h) =R - {2}

3. (@) Dom(f) = (-5, o). Interseccién con el eje x: (-4, 0). Interseccién con

el eje y: (0,log5). Asintota vertical: x = —5.

(b) Dom(g) = (0, c0). Interseccién con el eje x: (i, 0). Interseccion con el

eje y: no tiene. Asintota vertical: x = 0.

363



Respuestas

Figura R.1: Gréfico correspondiente al Ejercicio 1.

(¢) Dom(h) = (2, 00). Interseccion con el eje x: (E, O). Interseccién con el

2
eje y: no tiene. Asintota vertical: z = 2.

(d) Dom(s) = (-5, 00). Interseccién con el eje z: (3,0). Interseccién con el
eje y: (0,0.68). Asintota vertical: z = —5.

4. a=3 6. k=4
5.c=3 7. h=4
8. (@ 5={2,4) (©) S={4}

(b) S={17} @ S={2}
9. CJ
10.

g(z) = log1 z = llogaf = 10%‘1‘56 =-log,z = —-f(x).
0g, >

1L f(g(x)) = f(x=5) = (z-5) +5 = .

12.

13.

364

Similarmente: g(f(z)) =g(x +5) = (x+5) -5==.

flg(x)) = f(x/2) = 2(x/2) = 2.
Similarmente: g(f(z)) = g(22) = (22)/2 = z.

Sia>0: f(g(2)) = f(Va) = (Vz)* = 2.
Similarmente, para z > 0: g(f(x)) = g(2?) = Va2 = |z| = x.
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14.

15.
16.
17.
18.

19.

20.

21.

22,

Siz>-5: f(g(x)) = f(Vr+5)=(x+5)?-5=x+5-5=ux.
Similarmente, para x > 0: g(f(x)) = g(z* - 5) = Va2 -5+5 = |z| = z.

6.3 veces mas intenso.
8.2.
63 veces mas intenso.

pH= 10.38 (agua bésica), por lo que el cloro no hara efecto.

Bebida | pH | H Clasificacién
Jugo de naranja 3 1073 dcida
Vino promedio 3.5 | 3.16x107* 4cida
Cerveza 4.5 | 3.16x107° acida
Café negro 5 107° 4cida
Leche 6.5 | 3.16x1077 4cida
Agua 7 1077 neutra
Té verde 75 | 3.16x10°® bésica
Leche de Magnesia | 10.5 | 3.16 x 107! bésica

Entre 10712 y 107! moles por litro.

Fuente de sonido ‘ 1 ‘ N ‘
Despertador 1074 | 80
Avion despegando 10 | 130
Cami6n de basura 1072 | 100
Aspiradora 1075 | 70
Bocina 0.1 | 110
Sonido de fondo en un campo | 107 | 30

Objeto Astronémico ‘ m ‘ M ‘ d ‘
Omega Centauri 3.7 | -9.89 | 5212
Betelgeuse 0.42 | -6.05 | 196.79
Vega 0.03 | 0.58 7.76
Antares 1 -5.28 180
Estrella polar 1.97 | -3.63 132
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Seccion 5.8

1.

C°=10,4,7};C* = (4,7); O~ =[-2,0)u (0,4) u (7,8]; f crece en [-2,0]
yen [2,5]; f decrece en [0,2] y en [6,8]; f es constante en [5, 6].

. CY={-4,-2,4,10} u[6,8]; C* = [-5,-4) U (-2,4) U (8,10);
C™ =(-4,-2)u (4,6); g crece en [-3,-1], [5,6] y en [8,9]; g decrece en
[-5,-3],[2,5] yen [9,10]; g es constante en [-1,2] y en [6, 8].

. CY={1,3,9}; C* = (~00,1)u(3,9); C~ = (1,3)u(9, 0); hcrece en [2,6];
h decrece en (—o0,2] y en [6, 00); h no es constante en ningiin intervalo.

. C% = {1,3}; C* = (~00,1) U (3,00); C~ = (1,3); w crece en [2,4] y en
[6,00); w decrece en (—o0,2] y en [5,6]; w es constante en [4, 5].

. =0,z =4y = 8. Lafuncién h no es inyectiva, ya que a 3 valores distintos
del dominio les corresponde la misma imagen.

. z=0,2 =7ytodo z € [4,5]. La funcién w no es inyectiva, ya que a distintos
valores les corresponde la misma imagen.

. (a) f no es biyectiva (no es inyectiva ni sobreyectiva).
(b) g no es biyectiva (es inyectiva pero no es sobreyectiva).
(c) h no es biyectiva (es sobreyectiva pero no es inyectiva).

(d) w es biyectiva.

Capitulo 6
Seccién 6.1
1. 17 unidades. 2. O 3. 10 unidades.
4. (a) 2v/10 ~ 6.32 metros. (b) 2v/6 ~ 4.9 metros.
5. sen(a) = 2—75; cotg(a) = %; cosec(B) = 22, cos(B) = 2—75
6. (a)360; (b) radian.
7. a~16°15°37” ~0.28 rad; [ ~ 73°44°23” ~ 1.29 rad.
8. a~18°55’29” ~0.33rad; [ ~71°4’31” ~ 1.24 rad.
9. OJ
10. cos(a) ~ 0.62.
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o) tg(a) | cosec(a) | sec(a) | cotg(a)
o_ T \/g 2
1. 30° = grad 5 2 g\/g V3
45° = Zrad | 1 V2 V2 1
60° = Trad | /3 23 2 3
12. Se apoya aproximadamente a 2.34 metros de altura.

13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.

22

La pendiente sera de 36°52’12”, aproximadamente.

10.4 m?2.

Perimetro aproximado: 251.12 cm. Area aproximada: 2813.44 cm?.
Dos angulos de 48° y uno de 84°, aproximadamente.

(a) 65 cm; (b) 36°52°12”; (¢) 8.92cm. (Resultados aproximados)
(a)5.1m; (b)3.56 m. (Resultados aproximados)

La torre mide aproximadamente 155.88 metros de altura.

La altura del edificio es de casi 55 metros.

La sombra del arbol mide aproximadamente 13.86 metros.

. La persona proyecta una sombra de casi 2.6 metros.

Seccion 6.2

wnm A W

=)

. La antena mide 10.39 metros, aproximadamente.
. La altura del edificio es 171 metros.
. La altura es de 15 metros aproximadamente (14.99 m).

. La distancia entre ambos autos es casi 4034 metros.

Aproximadamente, la diagonal mide 4.77 m, y el 4rea del rectdngulo es

. Altura aproximada del monumento: 0.76 m. Superficie aproximada del lago:

1.29 m%.
. La altura del pino es 2.20 metros, aproximadamente.

La altura aproximada del edificio es 61.47 metros.
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Autoevaluaciones
Los Student Birds

= Nivel 1:

* Desafio 1: y(5) = 3.66

e Desafio2: 21 =2,29=8
 Desafio 3: vy = 20

* Desafio 4: d = 18

* Desafio 5: yg = 10, z* = 22.5

= Nivel 2:

 Desafio 1: vy = 21.60
¢ Desafio 2: vy = 23.98
* Desafio 3: yo = 4.81
* Desafio 4: d = 25.03
* Desafio 5: d = 25.03

= Nivel 3:

* Desafio 1: P(2) = (28.28,8.28), max = 40

* Desafio 2: vg = 16;t =2

* Desafio 3: a = 80° 24’ 217, ymax = 19.44, t1 0.6, t2 ~ 3.35
e Desafio 4: vy = 10, xpax = 15.51, ¢ =2

 Desafio 5: yy = 13.89, t5 ~ 3.63

= Nivel 4:

e Desafio 1: vy =20,t. =3
e Desafio 2: oo = 15°, ¢, = 2
* Desafio 3: vg = 20,¢, =4
* Desafio 4: yo = 17.5,t, =4
* Desafio 5: o = 30°, ¢, =0

El tiro libre
1 o~ 23.66 m/s.

2 Demoré aproximadamente 1.35 segundos.
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3 La pelota alcanz6 una altura maxima de unos 3.34 metros, a casi 11.64
metros del arco.

4 La pelota pasé sobre la barrera a 2.5 metros de altura, aproximadamente.

El problema de Bart
1 Precio del boleto: 240 — %120 =240 - 40 = 200 ddlares.

2 Luego de la segunda parada en el tren quedan 40—-15+51-40+102 = 138
pasajeros.

3 El tren que va de Santa Fe a Phoenix demora 22 horas y media en llegar,
mientras que el que partié de Phoenix demora 18 horas.

4 Los trenes chocan a 400 km de Santa Fe (o equivalentemente, a 500 km
de Phoenix), luego de 10 horas de haber partido.

Autoevaluacion clasica 1

1 (@ S={3,7
(b) S = {0} (z = -3 es no permitido)
(©) S=(-5,3)
(d) S=(-00,-6]U[2,00)

2. (a) Socios: f(x) =270+63x, siendo z el nimero de horas mensuales de uso
de la cancha. No socios: g(x) = 90z.

1200 +

1000

800 +  f(x)=270+63z

|
|
|
|
600 | |
|
400 | l
|
)= 90I |
200 9(z) |
|
|

I %

2 4 6 8§ 10 12 14

(b) 10 horas.
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(¢) 4 horas al mes: conviene no asociarse. 12 horas al mes: conviene asociar-
se.
3. (a) 35 metros. A los 6 segundos.
(b) 75 metros.
(c) 80 metros, a los 3 segundos.
(d) 7 segundos.
(e) Entre los 2 y 4 segundos.
4. (a) P(t) = 4000(1.2)". La grafica tiene la forma de una exponencial con
base mayor que uno, expandida verticalmente.
(b) $9953.28.

(c) Aproximadamente 8 afos.

5. (a) Base de 60 cm, lados de 50 cm.
(b) 53°7°48”.

(¢) Altura aproximada: 35.75 cm. Lados: 46.67 cm, aproximadamente.

Autoevaluacion clasica 2

1. (@) S=(-00,-8)U(-2,00)
(b) S ={5} (x =0 se descarta)
(0 S={-3,-2}
(d) S = [_47 _2] U [37 OO)
2. (a) Funcién objetivo a maximizar: f(x,y) = 30z + 45y, siendo x la cantidad

de macetas pequeias, e y la cantidad de grandes. Las restricciones sobre
la produccién son las siguientes:

r+y < 45

z < 40

Restricciones ¢ =+ 1.5y < 50
z 2 0
y > 0

El gréfico se encuentra en la Figura R.2.

(b) La solucién 6ptima es pintar 35 macetas pequefias y 10 macetas grandes
(punto B), arrojando un beneficio de $1500.

3. (a) Velocidad: 9.8 m/s. Altura: 39.2 m. Instante aproximado: 4.02 s.
(b) t1 =1 segundo, t5 = 5 segundos.
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Respuestas

50 +
x =40
i : C
Region factible \
10 20 30 D \‘0\

Figura R.2: Gréfico correspondiente al Ejercicio 2a.

(c) 6 segundos.

(d) Altura maxima: 44.1 metros. La alcanza a los 3 segundos.
4. (a) P(t)=35(1.2)"

(b) 104 aves.

(c) Casi 8 afios.

(d) 40 ejemplares.

5. (a) Base de 4 metros y altura de 3 metros. Diagonal de 5 metros.
(b) 36°52°12”.

(c) Altura: 2.31 metros. Diagonales: 4.62 metros.



